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3.3. Variaveis aleatorias discretas

3.3.1.1. Fungédo de probabilidade

3.3.1.2. Fungéo de distribuicdo

3.3.1.3. Valor esperado de uma VAD

3.3.1.4. Variancia de uma VAD

3.3.1.5. Propriedades do valor esperado e da variancia de uma VA

3.3.1. Conceitos basicos: funcoes, valor esperado, variancia
3.3.1.1. Funcao de probabilidade

Um exemplo simples de variavel aleatoria discreta (VAD) € o nimero de caras
obtidas no lancamento de trés moedas. Este nimero estara entre 0 e 3, e podemos calcular
as probabilidades de ocorrerem cada um destes valores (os calculos foram feitos na secao
3.1.2). Estas probabilidades sio mostradas na Tabela 1.

Tabela 1. Niumero de caras
no lancamento de 3 moedas

p(x)
0,125
0,375
0,375
0,125
1,000

M{w o — o

Representaremos a variavel “ntiimero de caras” por X. As probabilidades associadas

a cada valor desta variavel formam uma distribuicdo de probabilidades, que mostra como
as probabilidades estdo distribuidas entre os diversos valores (compare esta distribuicao
com as distribuicoes de frequéncias, que vimos na Sec¢do 2.1.4). O que nos interessa €
construir um modelo para a variavel. Este modelo sera definido pela funcdo de probabili-
dades, uma funcao que permite calcular a probabilidade associada a cada valor x da varia-
vel X. Representaremos esta fun¢do por p(x) (com “x” mintisculo):

P(X =x) = p(x) = P(variavel X assumir um valor x)

No exemplo do lancamento de trés moedas,
p(x) = P(“numero de caras” ser igual a x)

Ha dois detalhes que é importante notar aqui. Primeiro, geralmente € usada esta
convencao: o nome da variavel é representado por uma letra maitscula, enquanto o valor
que ela assume num determinado experimento ¢é representado por uma letra mintscula. Por
exemplo, se lancamos a moeda trés vezes e contamos as caras (X) e obtemos duas caras,
teremos entdo x=2 neste experimento. Portanto, X é uma variavel; x € um niimero, um dos
valores possiveis de X. Esta distin¢do sera util mais tarde.

Segundo, alguns autores usam f{x) para representar a funcao de probabilidades de
qualquer variavel, outros preferem usar p(x) para VADs e f(x) para VACs. Uma vez que
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estes dois tipos de variaveis tém que ter tratamentos diferentes, iremos manter esta distin-
¢ao ao longo deste textos; as fungdes f{x) serdo apresentadas na se¢do 3.3.1.
A funcdo de probabilidades tem que satisfazer as seguintes propriedades, que sao
faceis de compreender:
2px) =1
0<px)<1

Isto €, o somatorio de todas as probabilidades tem que ser igual a 1 (como o somatorio das
frequéncias relativas em uma tabela de distribui¢do de frequéncias tem que ser igual a 1).

Além disso, as probabilidades tém todas que estar no intervalo entre 0 e 1, o que € exigido
pela propria defini¢do axiomatica de probabilidade (Segdo 3.1.1).

3.3.1.2. Funcao de distribuiciao

Outra fun¢do importante, derivada da funcao de probabilidades, ¢ a fungao de
distribui¢do, ou fun¢do acumulada de probabilidade, definida como:

F(x)=P(X <x) =) xp(%)
k=1

Esta func¢do da a probabilidade acumulada de todos os valores da variavel iguais ou
menores que x; ; isto é, a probabilidade de a variavel assumir qualquer valor igual ou me-
nor que x;. A Tabela 2 mostra a F(x;) para o exemplo das trés moedas mencionado acima.
Note que F(x;) € o equivalente da frequéncia acumulada F, na distribuicao de frequencias.
Esta fun¢do ndo sera muito importante no estudo de VADs, mas sera fundamental no estu-
do das VACs, visto mais adiante.

Tabela 2. Numero de caras
no lancamento de trés moedas

px)  FX)
0,125 0,125
0,375 0,500
0,375 0,875
0,125 1,000
1,000 -

MMMHDM

3.3.1.3. Valor esperado de uma VAD

A partir da funcdo de probabilidades podem ser deduzidas as expressoes para dois
parametro importantes de um modelo, o valor esperado e a variancia.

O valor esperado de uma VAD (também chamado de valor médio, expectancia ou
esperan¢a matemadtica), representado por £(X), é a média dos n valores que uma variavel
pode assumir, ponderados por suas probabilidades. O valor esperado ¢ definido pela
expressao:

3
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n
E(X)=) xp(x) (1)
=1
Esta expressao surge do conceito de meédia ponderada (Secdo 2.2.1). A média pon-

derada é uma forma de média em que cada valor de uma variavel tem um peso diferente,
definido segundo algum critério especificado. Suponhamos por exemplo que o nimero de
carros que passaram por um cruzamento a cada minuto foi anotado durante um periodo de
oito minutos, e o resultado encontrado foi o mostrado na Tabela 3.

Tabela 3. Nimero de carros que
passam por um cruzamento, por minuto

fr
0,500
0,250
0,125
0,125
1,000

Mlw o — o4
GO = = bJ o h

O numero médio de carros pelo cruzamento, por minuto, ponderado pelas frequéncias

absolutas, sera igual a:
n

Z-’G‘fr
média =12, :0X4+1X2+2XI+3X1:1:0,875

7 4+2+1+1 8
>
i=1

Note que n € o nimero de valores diferentes que a variavel pode assumir neste
exemplo, cada um representado por uma linha na tabela (»=4), ndo o nimero de observa-

¢oes feitas (2f=8). Note também que uma média (ponderada ou simples) ndo tem necessa-
riamente que ser um valor que a variavel pode assumir; no exemplo, a variavel s6 assume

valores inteiros, mas o valor esperado ndo ¢ inteiro.
O calculo também pode ser feito usando as frequéncias relativas:

n

Z-’ﬂ'ﬁ} 4

média =""t——="3"x, fi; = 0% 0,500 +1x 0,250+ 2x 0,125+ 3x 0,125 = 0,875

Fi
S
i=1

Para uma VAD, o valor esperado ¢ a média de sua distribui¢do de probabilidades,
com cada valor x; ponderado por sua probabilidades p(x;). Como o somatorio de p(x;) €

igual a 1, chegamos a expressao do valor esperado:
n

Z:xfp(xf)

EX)=" = xp(x)

Zp(xf) =
i=1
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Na secdo 3.1.3 vimos um exemplo no qual X era o nuimero de caras no lanca-
mento de trés moedas, cuja distribuicdo de probabilidades foi dada na Tabela 1. O valor
esperado de X ¢ calculado como:

EX) :le-p(xf):0><0,125+1><0,3?5+2>< 0,375+3x0,125=15

i=1

Para que serve este conceito de valor esperado? Podemos dizer, simplificando, que
o valor esperado € o valor que se espera que a VA assuma em média, se o experimento for
repetido muitas vezes. Se lancarmos trés moedas varias vezes, em média esperaremos en-
contrar em meédia 1,5 caras em cada lancamento. Veremos agora um exemplo de como o
conceito de valor esperado se aplica a um problema de VAD.

Exemplo 1

Lancamos trés dados e contamos o numero deles que mostram a face 6. As probabi-
lidades associadas a este experimento sdo mostradas na Tabela 4 (foram calculadas na se-
¢d0 3.1.6)

Tabela 4. Lancamento de trés dados
(X: nimero deles que mostram a face 6)

X p(x)

0 0,5787
1 0,3472
2 0,0694
3 0,0046
> 1,0000

O valor esperado da variavel X ¢ calculado como:
4

E(X)= fop(xr—) =0x0,5787 +1x0,3472 + 2x0,0694 + 3 x 0,0046 = 0,5
i

Exemplo 2

Se um jogador aposta no nimero que sai numa roleta (Fig. 1) e acerta recebe um
prémio de 35 para 1. Numa roleta européia, que tem 37 casas (numeradas de 0 a 36), qual
sera o lucro esperado do jogador em cada rodada? Se o jogador aposta na "cor" (preta ou
vermelha), recebe um prémio de apenas 1 para 1 (as roletas t€ém 18 niimeros em casas pre-
tas, 18 em casas vermelhas, e um zero numa casa verde; o jogador ndo pode apostar neste
zero). Qual destes dois tipos de aposta € mais vantajoso para o apostador?

Resposta:
Se o jogador aposta § 1 em um numero qualquer, a variavel X (lucro do jogador)
pode assumir dois valores: se ele acerta, recebe $ 35 de prémio; se ele erra, perde 0 $ 1 que

apostou (portanto, o lucro € negativo: X=1). A probabilidade de ele acertar € de 1/37; a de
ele errar, 36/37. A fun¢do de probabilidades de X é mostrada na Tabela 5.
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__TabelaS
X  px)
35  1/37
-1 36/37
% 1

Fgul'a 1. Mesa de roleta eul'opia

O valor esperado do lucro sera portanto de

i 1 36 1
EX)=) xp(x;)=35x—+(-)x—=——-=-0,027
()é"v(‘) TR

Se o jogador aposta na cor, a variavel X tera dois valores possiveis: X=1 (se ele
acerta) e X=1 (se ele erra). A funcdo de probabilidades ¢ mostrada na Tabela 6.

Tabela 6
X px)
1 18/37
-1 19/37
> 1

O valor esperado do lucro :

18 19 1
EX)=)> xp(x;))=1x—+(-1)x—=——=-0,027
()= 5p(x) =Ix—+(-Dx—=-—

Tabela 7
X px)
2 12/37
-1 25/37
% 1

Um exemplo adicional: o jogador pode também apostar na coluna. Ha trés colunas
na mesa; a primeira contém os niimeros 1, 4, 7, etc., a segunda contém os numeros 2, 5, 8,
etc., e a terceira contém os nimeros restantes. Se o jogador aposta numa coluna, e o nume-
ro sorteado pela roleta ¢ um dos que esta naquela coluna, o jogador ganha 2 para 1 (como
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esta escrito ao pé de cada coluna: 2 to 1). A variavel X tera dois valores possiveis: X=2 (se
ele acerta) e X=—1 (se ele erra). A funcdo de probabilidades ¢ mostrada na Tabela 7.
O valor esperado do lucro € entdo:

= 12 25 1
EX)= xp(x)=2x—=+(-)x—=——=-0,027
()é“"“ =D ==

O lucro do jogador sera portanto igual nos trés casos, e sempre negativo; ou seja, a
cada vez que o jogador aposta $1, ele estda em média perdendo $ 0,027. Existem varias ou-
tras maneira de apostar numa roleta, e todas levam ao mesmo resultado. As roletas ameri-
canas sdo diferentes das européias, pois além de um zero (0), tém também um duplo zero
(00). Que diferenca vocé acha que isto faz, do ponto de vista do jogador?

Exemplo 3

Uma pessoa paga $ 100 para fazer um seguro, e recebera $ 1000 caso se acidentar
dentro de um ano. Se as estatisticas dizem que a probabilidade de uma pessoa se acidentar
neste prazo € de 0,05, qual sera o lucro esperado anual da companhia de seguros, por pes-
soa segurada ?

Resposta

A variavel X: lucro da companhia (por pessoa, por ano) pode assumir dois valores:
X =100 (se a pessoa nao se acidenta) e X =—900 (se a pessoa se acidenta, a companhia lhe
devolve os 100, e mais 900). A probabilidade de a pessoa se acidentar (e portanto a compa-
nhia ter prejuizo) € de 0,05; de nao se acidentar, 1gual a 0,95. A func¢ao de probabilidades
de X é mostrada na Tabela 8.

Tabela 8
X pkx)
100 0,95
-900 0,05
z 1,00

O valor esperado do lucro é:

E(X)=>"x,p(x,)=100x0,95+(~900)x 0,05 =50
i=1

Portanto, a companhia seguradora tem um lucro médio de $ 50 por ano, por pessoa
segurada. (Existe alias uma area de estudo, a Atudria - bastante relacionada com a Estatis-
tica -, dedicada a avaliar o risco de operacgdes financeiras, como os seguros ou qualquer
forma de investimento, com base em conceitos da teoria de probabilidades).

3.3.1.4. Variancia de uma VAD
Qualquer variavel, aleatoria ou nao, tem dispersao (se ndo houvesse dispersao, nao

seria uma variavel, e sim uma constante!). A variancia de uma VAD, representada por
V(X), é definida como:

hitps://projetosigma.org (3. Probabilidades — H.S Hippert) 6



projetoXsigma

V(X) =" (x; —EX)) p(x;) (2)

i=1

onde n € o niumero de valores diferentes que a variavel pode assumir.
O conceito de variancia de uma VAD é baseado no mesmo conceito de variancia
de uma amostra (se¢do 2.2.2.4), definida por:

2 1 - 32
» z}(; X

Para variaveis discretas representados em tabelas de frequéncias, cada valor da variavel
deve ser ponderado por sua frequéncia:

n

Z (5 X
S2 L i=1

2.t

i=1

Por exemplo, se usarmos os dados da Tab. 3 que registra o nimero de carros que
passam por um cruzamento, por minuto, num periodo total de oito minutos. A variancia
desta amostra pode ser calculada como:

X =0,875

4
D (x,—0.875)" £,
2 = i=1

5=

¥ :——[(0—0,875)2 x4+(1-0,875)% x2+(2-0,875)* x1+(3-0,875)" xl]
4+2+1+1

s> =111

Se usarmos frequéncias relativas, ao invés das frequéncias absolutas, a expressao € mais
simples (ja que o somatorio das freqiiéncias relativas é sempre igual a 1):

Z(xf_)?)sz n -
§° ==L n :Z(xr - X)’ fi; (3)
Z_fr =1

A 1déia que da origem a defini¢ao de variancia de um VAD ¢ a mesma: a variancia
¢ o somatorio ponderado dos quadrados dos desvios de cada valor da variavel X em rela-
¢do a sua média (no caso das VADs, em relacdo a seu valor esperado). A diferenca é que
nas VADs a ponderacao ¢ feita pelas probabilidades de cada valor, ao inves de pelas fre-
qiiencias relativas. Comparando a eq. (3) com a eq. (2). vemos que as diferencas sao que a
média X de uma amostra € substituida pelo valor esperado de uma VA, e que as frequén-
cias relativas fr sdo substituidas pelas probabilidades p(x).
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Note que a média ponderada do quadrado dos desvios
(x, - E(X))

nada mais € do que o valor esperado do quadrado dos desvios de X em relagdo a seu valor
esperado; podemos portanto re-escrever a variancia como na eq. (4):

V(X):E[(X—E(X))Z] (4)

Demonstra-se que esta formula por sua vez pode ser re-escrita como na eq. (5), que as
vezes ¢ util os calculos.

V(X)=E(x*)-[EX)] (5)
Exemplo 1 (cont.)

Retornemos ao Exemplo 1 da secdo anterior (lancamento de trés dados). As proba-
bilidades associadas a este experimento sao mostradas na Tabela 4. O valor esperado de X
foi calculado como E(X) =0,5. A variancia de X sera dada por:

V(X)=>(x - EX)) p(x,)
i=1

V(X)=(0—0,5)> x0,5787 + (1—0,5)> x 0,3472 +
+(2-0,5)? x0,0694 + (3—0,5)* x 0,0046 = 0,4167

Exemplo 4

Suponha que um dado comum seja langado, e a variavel de interesse seja o niimero
mostrado na sua face superior. Os valores possiveis desta variavel sdo 1, 2, 3,4, 5,¢ 6; as

probabilidades sdo P=1/6, para qualquer valor. O valor esperado da variavel portanto é
1gual a:

E(X)ZZxr-p(x;-):(H 2+3+4+5+6)é:3,5

i=1

A variancia desta variavel sera igual a:
V(X)=) (x, - EX) p(x,)
i=1
2 1 2 1 a1
V(X)=(1-3,5)° x=+(2-3,5)2 x=+(3-3,5)% x—+
6 6 6
+(4-35) % - +(5-3,5)> x . +(6-3,5)" x _
6 e 6
V(X)=2917
Suponha agora que uma moeda tenha suas duas faces marcadas com os numeros 3 e
4. Se esta moeda ¢ lancada, quais serdo o valor esperado e a variancia do nimero mostra-

do? O valor esperado sera a média entre 3 e 4, obviamente igual ao do dado comum no
exemplo acima. Podemos prever porém que a variancia deve ser menor (basta comparar-
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mos as amplitudes totais: num dado, X varia de 1 a 6; nesta moeda, ira variar apenas de 3 a
4). De fato, calculando E(X) e V(X), obtemos:
- 1
EX)=)> xp(x)=03+4)==3,5
() =2 %p(x)=(3+4)

i=1

V(X)= [(3 ~3,5)% +(4-35) ]x % =025

Exemplo 2 (cont.)

No exemplo 2 acima, comparamos as diferentes formas de se apostar numa roleta; a
conclusdo foi a de que todas as formas levam ao mesmo lucro esperado, E(X) =—1/37.
Comparemos agora a variancia dos lucros destas formas de aposta: aposta en plein (num
numero escolhido), na cor (preta ou vermelha), ou na coluna.

(1) aposta en plein (usando os dados da Tabela 5)
V(X)="(x—EX)) p(x,)
i=1

5 | 1) 36
VX = 85| o] 1| 22~ 30.080
37 "37 37 " 37

(11) aposta na cor (usando os dados da Tabela 6)

1Y 18 =AY 18
ViX)= [-— | x| —1~—5| %===0:999
37) 37 37) 37

(111) aposta na coluna (usando os dados da Tabela 7)

2
1) 12 ~1Y" 25
V(X)=|2-—=| x—+|-1-—| x===1,972
37) 37 37) 37

Conclusao: as trés formas de apostar ddo o mesmo resultado médio (valor espera-
do), mas a aposta en plein ¢ a que leva a um resultado com maior variancia, a aposta na cor
leva a menor variancia.

3.3.1.5. Propriedades do valor esperado e da variancia de uma VA
Listamos abaixo algumas das propriedades do valor esperado e da variancia de uma

variavel aleatoria. Na sec¢do 3.3.2, iremos ilustrar algumas delas, usando um modelo de dis-
tribuicao uniforme.
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(i) Propriedades do valor esperado:

Valor esperado...

de uma constante C:

SeX=C > EX)=C
- da soma da variavel X com uma constante C:
seY=X+C—o E(Y)=E(C+X)=C+E(X)
- do produto da variavel X por uma constante C:
seY=CX > E(Y)=E(CX) = CE(X)
- da soma de duas ou mais variaveis
seY=X;+X; > E(Y):E(Xl +X2):E(X])+E(X2)
se Y =X+ Xot+. X — E(Y)=E(X;) + E(Xy) +... +E(Xx)
- de uma funcao linear da VA
seY=aX+b —» E(Y)=E(aX+b)=aE(X) +b

- do produto de VAs independentes (esta regra ndo serve se as VAs forem dependentes
probabilisticamente!)
seY =X1Xp — E(Y) = E(XiX5) = E(X1).E(X>)

(ii) Propriedades da variancia

Variancia ...
- de uma constante C:
SeY=C — V(X)=0
- da soma da variavel X com uma constante C:
seY=X+C—> V(Y) = V(X+C) = V(X)
- do produto da variavel X por uma constante C:
seY=CX > V(Y) =V(CX) = CV(X)
- da soma de VAs independentes (esta regra ndo serve se as VAs forem dependentes
probabilisticamente!
seY=X;+X;—> V(Y)=V(X; + Xp) = V(X)) + V(X)
sp Y =Xi+X ..+ X > V(Y)=V(X) + V(Xy) +... + V(Xy)
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