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2.1.3.1. Introdu¢ao

Os graficos de pontos e o de ramo-e-folhas sio uteis para analisar as distribui¢cdes
de uma ou duas amostras pequenas. Contudo, por eles incluirem fodos os dados da distri-
bui¢do, ndo servem quando as amostras sdo grandes, pois os graficos ficam sobrecarrega-
dos. Também nao servem quando desejamos comparar simultaneamente mais de duas
distribuigdes.

Para representar uma amostra grande, o melhor pode ser usar um histograma; para
comparar duas amostras grandes, podemos usar o poligono de frequéncias (secao 2.1.5).
Para representar e comparar diversas amostras grandes, contudo, o que é necessario ¢ um
grafico simplificado que mostre apenas as caracteristicas principais de cada distribuicao,
omitindo os detalhes. Uma possibilidade € usar o diagrama de Tukey (em inglés: boxplot
ou box-and-whiskers), que tem a aparéncia mostrada na Figura 2. John Tukey (0 mesmo
estatistico que criou o grafico de ramo-e-folhas) nao inventou realmente este grafico, mas
aperfeicou alguns de seus detalhes e contribuiu para sua divulgacao.

2.1.3.2. Como fazer o diagrama

Estes diagramas sdo muito simplificados, pois cada um deles ¢ desenhado a partir
de apenas cinco valores de uma distribuicdo: os dois extremos (o valor maximo e o mini-
mo) e trés valores de referéncia, a mediana e os quartis. Estes valores sdo separatrizes,
medidas que separam a distribuicdo em partes que contém quantidades iguais de dados. A
mediana divide a distribuicdo em duas metades: a primeira contém as observagdes com
valores iguais ou superiores ao valor da mediana, a segunda contém os valores iguais ou
inferiores. Por exemplo, suponhamos a distribuigdo de idades de pacientes na Amostra A
(Ja usada na Fig. 1, secdo 2.1.2), cujos valores estio listados abaixo em ordem crescente:

Amostra A: 13 17 21 22 24 25 26 29 32 32 34 37 40 40 46 52 73

A mediana sera o valor que esta no centro desta sequéncia. Como sdo 17 valores, a
mediana serd o 9° valor, que equivale a 32 anos. Metade destes pacientes tem idades iguais
ou superiores a 32 anos; a outra metade tem idades iguais ou inferiores. A mediana é uma
das medidas de posi¢cao, pois indica onde se encontra o centro da distribuicao (estas medi-
das serdo vistas na se¢ao 2.2.1).

Se tomarmos a metade a esquerda desta sequéncia, incluindo a mediana (dados em
negrito), e localizarmos seu valor central, encontraremos o primeiro quartil, igual a 24

13 17 21 22 24 25 26 29 32 32 34 37 40 40 46
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Um quarto das observacdes tém valor igual ou inferior a este quartil. Por outro lado,
se localizarmos o valor central da metade a direita da sequéncia (em negrito), encontrare-
mos o terceiro quartil:

13 17 21 22 24 25 26 29 32 32 34 37 40 40 46 52 73

No caso, sera o 14° valor, igual a 40 anos; trés quartos dos pacientes tém idades
1guais ou inferiores a 40 anos. Representaremos o primeiro quartil por Q;, o terceiro por

Qs. A mediana, que representaremos por X , é idéntica ao segundo quartil Q,. Para fazer o
diagrama de Tukey, marcamos num eixo a localiza¢ao dos dois valores extremos e a dos
trés quartis, usando tragos verticais, como na Fig. 1:
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Figura 1

Em seguida, ligamos estes tracos verticais por tracos horizontais de uma forma
convencional para completar o grafico (Fig. 2):
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Figura 2

A parte central do grafico, entre os quartis, € chamada de “caixa” (box); as partes
entre os quartis e os valores extremos sdo as vezes chamadas de “bigodes” (whiskers).
Alguns livros propdem que a espessura da caixa (i.e., o comprimento dos tragos verticais)
seja usado para representar o tamanho da amostra, mas esta convencao nao tem sido segui-
da pela maioria dos programas de estatistica. O eixo com a escala também pode ser coloca-
do na vertical, ser for mais conveniente (como nas Figs. 9 e 10).

Se a distribui¢do, ou cada metade dela, tem quantidade par de dados, o quartil sera a
meédia entre os dois valores mais proximos do centro. Como exemplo, tomemos a distribui-
¢ao de idades de pacientes da Amostra B (ja usada no grafico de ramo-e-folhas da Fig. 3 da
secdo 2.1.2), cujos valores estao repetidos abaixo:

Amostra B: 20 26 32 32 35 36 41 42 43 45 46 48 52 57 59 61
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A mediana estara entre 42 e 43 anos; usaremos a média destes valores, e diremos
que a mediana € igual a 42,5 anos. O primeiro quartil estara entre 32 e 35 anos:

Amostra B: 20 26 32 32 35 36 41 42 43 45 48 48 52 57 59 61
Usaremos a meédia, Q; = 33,5 anos. De forma similar, o terceiro quartil estara entre 48 e 52
anos, e recebera o valor de Q; = 50 anos.
2.1.3.3. Interpretacao do diagrama de Tukey

Como exemplo do uso dos diagramas de Tukey, comparamos na Fig. 3 os dois
graficos que representam as amostras A e B:

F I Amostra A
}7 —| Amostra B

20 40 B0 80 idades
Figura 3

As posigoes das distribuicdes podem ser comparadas pelas medianas: vemos que os
pacientes da amostra B sao, em geral, um pouco mais idosos que os da amostra A. As dis-
persoes podem ser comparadas pelas distancias entre os extremos de cada distribui¢ao, ou
pelas distancias entre os quartis. A distancia entre os extremos ¢ a “amplitude total” da dis-
tribuicao; no exemplo, a amplitude total da amostra A € claramente maior que a da B. A
distancia entre os quartis, que corresponde a largura da caixa do grafico, é chamada de
“intervalo quartilico” (no exemplo, ambas as amostras tem aproximadamente o mesmo in-
tervalo quartilico). Desta forma, os graficos mostram que, neste exemplo, a dispersdo das
1dades da Amostra A ¢ levemente superior a da Amostra B. (Estas medidas serao vistas
novamente na Se¢ao 2.2.2).

O diagrama de Tukey também pode indicar a assimetria de uma distribuigdo; isto
fica claro quando comparamos os diagramas de Tukey de algumas distribui¢cdes com seus
respectivos graficos de pontos. Se uma distribuig¢do € simétrica, os graficos serdao simétri-
cos em relacdo a mediana, como no exemplo da Fig. 4. (mediana =3, Q; =2, Q; =4).
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Se a distribui¢do € assimétrica positiva (o grafico de pontos mostra uma cauda mais
longa para o lado direito), o diagrama de Tukey tera a parte da caixa a direita da mediana
maior que a da esquerda, e o bigode da direita mais longo que o da esquerda (Fig. SA). Se
a distribuicao for assimétrica negativa, ocorrera o contrario (Fig. SB).

X X
X X
XX XX XXX X
KN KD~ RKAKAHRKKAKAKAKNK
0 2 4 6 8 0 2 4 B 8
H ] — — [ H
mediana=2,5 Q;=0,5 Q3=5,5 mediana=6,5 Q;=3,5 Q3=8,5
A. Assimetria positiva B. Assimetria negativa

Figura 5. Exemplos de distribuicdes assimétricas

Se a distancia entre um quartil e o valor extremo daquele lado for muito grande
(1sto &, se o bigode do diagrama de Tukey for muito longo), podemos suspeitar de que exis-
tam um ou mais valores discrepantes daquele lado. Nos graficos de pontos e de ramo-e-fo-
lhas, a identificagdo dos discrepantes ¢ feita por inspec¢do do grafico, um valor que estiver
1solado, afastado dos outros, pode ser considerado discrepante. No diagrama de Tukey, nao
¢ possivel ver a localizagdo de cada ponto individualmente, portanto a identificagdo dos
discrepantes tem que ser feita de outra forma. O proprio John Tukey sugeriu a seguinte
regra: sera considerado discrepante o valor que estiver
acima de Qs + 1,5(Qs-Q;) ou
abaixo de Q; - 1,5(Q3-Qy)
Esta regra tem a vantagem de permitir que os discrepantes sejam idenficados de
forma automatica, pelos computadores, o que facilita o trabalho de analise de dados. Su-
ponha por exemplo uma amostra composta pelos seguintes valores:

0o 0 0o 01 1 2 2 3 3 4 5 6 7 8 14

O valor extremo 14 pode ser considerado discrepante, como fica evidente no grafico de
pontos (Fig. 6):

X

X

XX XX
HKAUAHKXKHKHK KKK K
0 2 4 € 8 10 12 14

mediana=2,5 Q;=0,5 Q3=5,5
Figura 6

Pela regra de Tukey serdo considerados discrepantes nesta amostra os valores
acima de Qs + 1,5(9:-Q1) = 5,5 + 1,5%(5,5-0,5) = 13
ou abaixo de Oy = 1;5(04-0;) = 0;5 — 1,5%(5,5-0;5) =~17
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Isto confirma que o valor 14 deve ser considerado discrepante. Para destacar estes
valores, fazemos uma alteracao no diagrama de Tukey: representamos os valores discre-
pantes por asteriscos, e terminamos o bigode do diagrama no ltimo valor observado ndo-
discrepante. O grafico do exemplo toma entdo a forma da Fig. 7:
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Figura 7

A maior parte dos pacotes estatisticos apresentam o grafico desta forma, com os valores
discrepantes destacados.

2.1.3.4. Quando usar o diagrama de Tukey

A principal vantagem do diagrama de Tukey ¢é a de facilitar a comparacao rapida
entre mais de duas distribuigdes. O diagrama ndo mostra claramente a forma de uma dis-
tribuicao, aglomerados, modas ou falhas; contudo, indica a dispersdo e a assimetria, locali-
za claramente o centro (mediana), e assinala os pontos discrepantes existentes. Além dis-
so, como este diagrama ¢ feito a partir de apenas cinco valores, ele pode ser usado para
qualquer quantidade de dados sem se tornar sobrecarregado, e € por isso ideal para compa-
rar as distribuicdes de varias amostras grandes.
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Figura 8 — Expectativas de vida de homens nos paises de quatro continentes (2011)
(dados: Wikipedia)
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Para exemplificar, a Figura 8 mostra as expectativas de vida de homens dos paises
de quatro continentes, em 2011 (a expectativa de vida € um indicador simples das condi-
¢oes de saude de um pais). Os diagramas mostram de forma bastante clara que os paises da
Europa sio em geral os que tem as maiores expectativas de vida, enquanto os da Africa sdo
os que tem as menores. Além disso, mostra também que os dados da Africa tem mais dis-
persdo do que os outros, o que indica uma maior heterogeneidade nas condi¢des de saude.
Numa situacdo intermediéria esta os paises da Asia, e os que faziam parte da antiga Unido
Sovieética.

Outro exemplo, na Fig. 9, mostra o poder dos diagramas de Tukey para sintetizar
uma grande quantidade de dados. Cada diagrama mostra as temperaturas a cada hora do
dia, nos 365 dias do ano de 1997, na cidade do Rio de Janeiro. A figura portanto representa
de forma bastante compacta um total de 24 x 365 = 8760 numeros, e deixa evidentes os
padroes de variagdo da temperatura na cidade ao longo de um ano.

Termperatura

40 _ -

P

Figura 9 — Temperaturas horarios na cidade do Rio de Janeiro, 1997.

2.1.3.5. Algumas variacoes do diagrama de Tukey

Algumas varia¢des podem ser encontradas na forma do diagrama de Tukey:

a) os diagramas podem ser desenhados na horizontal ou na vertical,

b) os extremos dos “bigodes” podem ser destacados por um trago perpendicular ao dia-
grama (Figs.1 a 7), ou ndo (Figs. 8¢ 9)

¢) os pontos discrepantes podem ser marcados por simbolos diferentes (compare, p. ex., a
Fig. 8 com a Fig. 9); alguns programas distinguem os valores discrepantes que estdo
fora da faixa de +1,5 IQ, dos valores ainda mais extremos, que estdo fora da faixa + 3
IQ, e os representam por simbolos diferentes;
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d) em alguns programas, a mediana € representada por um asterisco, em vez de um trago,
para que ndo possa ser confundida com um dos quartis.

e) alguns autores sugerem que a espessura das caixas seja usada para representar o tama-
nho da amostra, quando se comparam amostras de tamanhos diferentes; outros sugerem
que a espessura seja proporcional a raiz quadrada do tamanho da amostra. Alguns pro-
gramas permitem que isto seja feito, mas esta pratica ainda ndo € muito comum.

Resumo
- O diagrama de Tukey € um grafico muito simplificado, que mostra apenas os valores extremos e os quartis

de uma distribui¢do. Tem menos informacgdo do que o diagrama de ramo-e-folhas ou o histograma, pois
nio mostra a forma da distribuico, ndo indica a posi¢do de aglomerados e modas, etc.

Vantagens:
- O diagrama pode usar a regra de Tukey para identificar automaticamente os pontos discrepantes existentes.

- Por ser muito simplificado, o diagrama de Tukey é a melhor ferramenta para comparar graficamente varias
distribuicdes.

Desvantagens:

- O diagrama de Tukey ainda ndo ¢ bem conhecido pelo ptiblico em geral; a maior parte dos leitores nio sabe

como interpreta-lo.
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