5.1. ANOVA - Analise de Variancia

A Andalise de Variancia (também conhecida pela sigla inglesa ANOVA : ANalysis
Of VAriance) € uma técnica que nos permite comparar simultaneamente meédias de varios
grupos, para testar se diferem significativamente entre si. A ANOVA pode, por isso, ser
considerada como uma extensao do teste 7, que permite comparar apenas duas médias de
cada vez.

Por que uma técnica para comparar meédias teria a palavra “variancia” no nome? A
razdo deste nome e a logica da técnica podem ser melhor entendidas através de um exem-
plo. Suponha que estamos comparando os efeitos de quatro tratamentos diferentes, aplica-
dos a quatro amostras de uma espécie de animal, e que a variavel de resposta y que nos
interessa seja o peso do animal depois do tratamento. Os graficos das Figs. 1 e 2 mostram
duas situagoes possiveis. (Neste exemplo usaremos amostras que tém todas o mesmo tama-
nho, n = 7, isto simplifica as equa¢des, mas nao ¢ exigido para a ANOVA).
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Comparando as figuras, é razoavel supor que deve haver uma diferenca significati-
va entre as médias dos pesos depois dos diferentes tratamentos na Fig. 1; pelo menos, a
meédia da amostra do tratamento 4 ( y, ) parece ser bem menor do que as outras, o que indi-
ca que este tratamento deve ter um efeito diferente dos outros. A variagio entre as médias
dos tratamentos (isto &, de tratamento para tratamento) é muito grande; a variacdo dentro
de cada tratamento parece ser pequena, comparativamente. Na Fig. 2, porém, a situagdo ¢
diferente: a variacdo entre as meédias dos tratamentos parece pequena (estas médias pare-
cem ser todas aproximadamente 1iguais), mas a varia¢ao dentro de cada tratamento € gran-
de.

O que a ANOVA faz é comparar quantitativamente estas duas variagdes: se a varia-
¢do entre as médias for grande, em relag¢do a variacdo dentro dos tratamentos, somos leva-
dos a concluir que as médias dos tratamentos devem ser diferentes entre si; caso contrario,
se a variagao entre as médias for pequena em relacdo a variacao dentro dos tratamentos,
concluimos que as médias provavelmente nao diferem significativamente entre si.
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Para medir estas variagdes, usaremos as somas dos quadrados dos desvios. Desvios
sao as diferencas entre observacdes e médias, ou entre duas médias. Suponhamos que haja
k tratamentos (no exemplo, k= 4). Chamando

y;:  observagao i-ésima do tratamento j-€simo
v, média do tratamento j-€simo

Vi - Meédia de todos as observagdes, de todos os tratamentos

podemos considerar trés tipos de desvios, que estdo representados na Fig. 3. Primeiro, ha o
desvio do valor de cada observagao em relacdo a média total (a média de todas as observa-
¢oes); chamaremos este desvio de “desvio total’:

desvio total = y,, — 7,y

Se supusermos que as quatro amostras vem de uma mesma populacdo (esta € a hi-
potese nula do teste que sera feito mais abaixo), podemos obter um estimador da variancia
desta populacao pela divisdo da soma dos quadrados destes desvios totais por seu nimero
de graus de liberdade (o nimero de observagdes, menos 1):

O_Z - Z(J/r; _erorm’)z
kn—1

O desvio total pode ser decomposto em dois outros desvios (Fig. 3): o desvio do
valor de cada observagdo em relagdo a média do tratamento a qual a observacao pertence
(chamaremos este componente de desvio dentro do grupo):

J’g _fj
e o desvio da média da amostra de cada tratamento em relacdo a média total (chamaremos
este componente de desvio entre grupos):

y 7 -¥ total
O desvio total é portanto a soma dos desvios dentro e entre:
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Figura 3. Decomposicio dos desvios em relacio a média total
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Pode ser demonstrado que o quadrado do desvio total também pode ser decomposto
na soma dos quadrados dos desvios dentro e entre:

desvio total: Oy = Vi) =0y =7;) + ) —Viorar)
quadrado do desvio total: (¥, = Vo))’ = (7, = 7,)* + (7, = V)

(Note que esta decomposicao ndo € 6bvia. Lembre-se do resultado bem conhecido: se
y=a+b — y* = (a+b)*= a’+2ab+b?).

Para que servem os desvios dentro e entre? Eles poderao ser usados como base para
medir a variacdo dentro dos grupos, e a variacao entre grupos, mencionadas no inicio deste
capitulo. A varia¢do dentro dos tratamentos sera ser medida pela soma dos quadrados dos
desvios dentro:

SQa’enn'o = Z Z(ylf a J—/’j )2

7

A variacao entre um tratamento e outro sera medida pela soma dos desvios entre a média
da amostra de cada tratamento e a média total, multiplicada pelo nuimero de observacgoes
em cada tratamento:

SQ{’H!}'& = HZ(J_ZJ' _eroraf)z
j

O problema estatistico agora €: como comparar as somas de quadrados SQgenso ©
SQenire por meio de um teste de hipotese, a fim de decidir se uma delas pode ser considera-
da significativamente maior do que a outra?

Para fazer este teste, precisamos de um pressuposto e de uma hipotese nula. O pres-
suposto € o de que em todos os tratamentos a variavel de resposta y tem a mesma variancia,
que representaremos por o ; a hipétese nula é a de que as médias de todos os tratamentos
sao iguais nas populacoes:

Hy—=>mpm=th=.==..=/1

Se a H, for verdadeira, a variagdo entre os tratamentos nas amostras deve ser muito
pequena em comparacao a variacio dentro dos tratamentos, como no grafico da Fig. 2; isto
€, SQOepre deve ser pequena, em relacao a SQgenno. Se contudo Hy for falsa, a variagao entre
os tratamentos deve ser grande, em comparag¢ao a variagao dentro dos tratamentos, como
no grafico da Fig. 1.

Para comparar as duas somas de quadrado, precisamos de transforma-las em esti-
madores da variancia total de todos os tratamentos. Se a hipotese nula for verdadeira, as
diferencas observadas entre as médias amostrais de cada tratamento serdo devidas simples-
mente ao acaso, € podemos usar SQq. para obter um estimador da variancia o (Lembre-
se que a variancia € calculada pela soma dos quadrados dos desvios dividida por seu niime-
ro de graus de liberdade). Este estimador sera chamado de quadrado médio ‘entre’, repre-
sentado por OM .. NO caso:

R S0,
O—— , — M , — anire
anfre Q enire k —I_
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O numero de graus de liberdade é 1gual a k, o numero de médias amostrais, subtraido de
uma unidade (porque precisamos de calcular a meédia total v, , € perdemos por isso um
grau de liberdade).

Além disso, se a hipotese nula for verdadeira, a soma SQgenso também podera ser
usada para calcular um estimador da variancia 03, dado pelo quadrado médio OMennro :

6'2 - QM = SQdermv s SQa’eun‘o
deniro dentro kﬂ _ k k (?’.i' _ I)

O numero de graus de liberdade no denominador é o numero de observacdes (kn, pois sdo
k tratamentos, e sao feitas n observacdes em cada tratamento), subtraindo o nimero de mé-
dias amostrais (porque precisamos de calcular as médias dentro de cada um dos £ tratamen-
tos, e perdemos por isso k graus de liberdade).

Se a hipotese nula for verdadeira, temos portanto dois estimadores da variancia o
Para fazer um teste comparando estes dois estimadores, precisamos de um pressuposto e de
um teorema. O pressuposto € que a variavel resposta y em todos os tratamentos tem distri-
bui¢ao normal. O teorema € o seguinte:

Se duas amostras aleatorias independentes sdo retiradas de uma populacdo de dis-
o n e SR . 2 “ wh . ~2
tribuicdo normal com média p e varidncia 6°, a razdo entre as varidncias o, e

(3'22 destas amostras, 0'13 / O'f , tera distribuicdo de probabilidades F, caracterizada
por um nuimero de graus de liberdade dado pela razdo entre o nimero de graus de
liberdade de cada amostra: gl = g/, / g/, . (Na ANOVA, os graus de liberdade dos
dois estimadores 530 glue= k-1 € @lgeno= k(n-1)

O que deve ser feito agora € um teste de hipotese, usando a distribuicao F: supondo
que a hipdtese nula seja verdadeira, podemos considerar os dois estimadores da variancia
que obtivemos, OM,,e € OM jonso, cOmo estimadores calculados a partir de duas amostras
independentes retiradas de uma mesma popula¢do normal (se os pesos nos quatro trata-
mentos tem distribuicdo normal e mesma variancia, por pressuposto, e mesma média, pela
hipotese nula, entdo os quatro tratamentos tem exatamente mesma distribui¢do); a razao
entre estes estimadores devera ter distribuigdo F. Os resultados deste teste sao geralmente
organizados como no Quadro 1, e o valor-p encontrado é mostrado na iltima coluna.

Quadro 1 — Resultados de uma ANOVA

variagdo SQ graus de QoM F valor-p
liberdade

Entre tratamentos SQentre k-1 QMo QMeantre/ QM gentro

Dentro dos tratamento SQgentro k(n-1) QM gentro

Total SQtotal nk-1 QMtotai

Como exemplo, o Quadro 2 mostra o resultado de ANOVA usada para responder a
pergunta: os pesos de criancas recém-nascidas sdo significativamente diferentes, de acordo
com a ra¢a da mae? Os dados sdo americanos, e ha 189 criangas, divididas entre k=3 amos-
tras (ragas branca, negra, € outra). Este exemplo sera desenvolvido com mais detalhes no
Apéndice 1.
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Quadro 2 — Peso ao nascer, de acordo com a raca da mae

Soma dos gl Quadrados F p
quadrados medios
Entre grupos 5.071 2 2.535.303 497 0,0078
Dentro dos Grupos 94.846 186 509.927
Total 99.917 188

Se a rejeitamos da hipotese nula, concluimos que nem todas as médias dos trata-
mentos sdo iguais; ndo sabemos, no entanto, qual ou quais delas sao diferentes da maioria.
das outras. Para saber isto, precisamos usar os chamados ‘testes post-hoc’, que comparam
as meédias dos tratamentos duas a duas, usando versdes modificadas do reste-t, e indicam
quais delas diferem significativamente entre si (por exemplo, o teste de Bonferroni; veja o
exemplo no Apéndice 1).

Esta € a logica por tras do tipo mais simples de ANOVA, a one-way ANOV A, na
qual as observagdes sdo classificadas de acordo com apenas um fator (no exemplo, a raga
da mae). Ha modalidades mais complexas, em que dois ou mais fatores sdo usados simul-
taneamente (por exemplo, poderiamos comparar os pesos das crianc¢as de acordo com a
raga da mae, e com o fato de esta fumar ou ndo); estas modalidades nao serao vistas aqui.

Observacoes:

— Na explicagdo acima consideramos que as amostras de cada tratamento tenham o mes-
mo tamanho #. Isto simplifica as contas, mas nao € essencial. No exemplo do Quadro
2, as amostras tinham tamanhos diferentes.

— Um pressuposto importante é o de que todos os tratamentos tenham distribui¢ao nor-
mal. Se as amostras forem grandes, este pressuposto pode ser relaxado (i.e., podemos
usar ANOVA mesmo que os tratamentos ndo sejam inteiramente normais).

— Outro pressuposto € o de que todos os tratamentos tenham a mesma variancia; € preciso
portanto fazer antes um teste (por exemplo, o de Levene), para verificar se o pressupos-
to € valido. Se ndo for, sera melhor usar testes ndo-paramétricos, em vez de ANOVA.
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