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Apéndice 1. Exemplos de previsido por amortecimento exponencial

1.1. Amortecimento exponencial simples
1.2. Amortecimento exponencial de Holt
1.3. Amortecimento exponencial de Holt-Winters

1.1. Amortecimento exponencial simples
Para ilustrar a aplicacao do método de AES, faremos um exemplo aplicando a equa-

¢ao de previsao mostrada na Secdo 5.1 (eq. 4) a uma série de precipitagdes pluviométricas
mensais em uma cidade brasileira [']. Reproduzimos abaixo esta equagio:

equacao de previsao: Zm =al,+(1- 0:)2 e

Nao existe previsdo para Z;. Comeg¢amos por fazer uma previsio naive para t =2; a
partir dai, o algoritmo faz as previsdes para os instantes de 7 =3 em diante, usando o =0,1.

-~

emt=1, ,=2Z,=136
em =2, Z,=aZ,+(1—a)Z, — Z,=0,1x154+(1-0,1)x136=137,8
em =3, Z,=aZ,+(1-a)Z, —» Z,=0]1x208+(1-0,1)x137,8=144_8
em ¢ =4, Zs=aZ,+(1—a)Z, — Zs=0,1x57+(1—-0,1)x144,8=136,0 etc.
Tabela 1. Previsio da série de precipitacdes por AES
instante observagdes AES previsdes erro

t Zr Ly Zra & =Lp—Ly

1 136 - - -

2 154 136.0 137.8 18.0

3 208 137.8 144.8 70.2

4 57 144.8 136.0 -87.8

5 178 136.0 140.2 42.0

6 61 140.2 132.3 -79.2

7 280 1323 147.1 147.7

8 123 147.1 144.7 -24.1

9 270 144.7 15742 125.3

10 119 157.2 -38.2

A Tab. 1 mostra as previsdes feitas para os primeiros 10 valores da série. A Tab. 2
mostra os resultados de uma busca em grade feita para encontrar o valor de o que minimiza
o erro quadratico médio (MSE), usando um passo de 0,05. Entre os valores testados, a=0,5
foi 0 que minimizou o MSE. (Se fizermos a busca com um passo menor - por exemplo,
0,01 - verificaremos que valores menores de alfa conseguem resultados ainda melhores).
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Tabela 2. Busca em grade pelo valor 6timo de a

alfas MSE
[1,1 0.05 ©€013.575
2,1 0.10 6263.670
[3,1 0.15 &508.3898
(4,1 0.20 ©748.888
[5,1 0.25 €990.178
[6,1 0.30 7237.984
[7,17 0.35 7497.962
[8,1 0.40 7775.538
[9,1 0.45 B8075.978
[10,1 0.50 8404.526
[11,]1 0.55 B8766.575
[12,1 0.60 9167.879
[13,1 0.65 9614.791
[14,1 0.70 10114.526
[15,1 0.75 10675.446
[16,1 0.80 11307.363
[17,1 0.85 12021.865
[18,1 0.90 12832.704
[19,1 0.95 13756.242

Os graficos da Fig. 1 mostram, para comparagao, as previsoes feitas usando trés
valores diferentes da constante de amortecimento a. A rotina em R usada esta no arquivo
Apend.1.1.R.

300
I

5C

Figura 1. Comparacao de previsoes feitas por AES, usando diferentes o

Referéncia

[1] Precipitacdes medias mensais, em milimetros, na cidade de Bento Gongalves (RS), nos anos de 2007-
2008. Dados obtidos pela Estacdo Agroclimatica da Embrapa Uva e Vinho, disponiveis no site
http://www.cnpuv.embrapa.br/prodserv/meteorologia/bento-mensais.html (acesso feito em 23/08/2009)
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1.2. Amortecimento exponencial de Holt

Para mostrar o funcionamento do método de Holt, faremos um exemplo aplicando-
0 a mesma série simulada ja usada na Fig. 6.B da se¢do 4.1. Para facilitar as contas, multi-
plicamos os valores originais desta série por 10 e arredondamos os niimeros. A série resul-
tante foi:

31.4 30.4 30.4 31.2 30.8 31.7 30.3 31.3 31.4 30.4 30.92 30.6 30.2 29.4
30..8 30.5 31.9 30.6 30.7 32.4 30,7 31.3 31,7 32,1 32.5 32.4 31.59 32.5
32.8 32.53 32.7 33.% 33.8 33,8 34.3 34,7 33,7 32.2 34.6 34.79

As equacgOes necessarias para a atualizacdo dos parametros e a previsio sao dadas
na secdo 5.2.2 (egs. 8 e 9). Reproduzimos abaixo estas equagoes:

by = Blag —ar_y) +(1- )by (i1)
2I+1|IZ&T +br (111)

Usaremos no exemplo valores escolhidos arbitrariamente para as constantes de amorteci-
mento (os valores encontrados por otimizagdo, usando a fun¢do optim do R, serdo vistos
no Apéndice 2.2):

a=0,2 p=0.,1
Calculo dos valores iniciais usando os métodos dados na se¢do 5.2.2.1:
&1221:31.,4
i _(2,-2)+(2,-23) _(314-304)-(312-304) _ .
1_ s Tox — T,
2 2

Na primeira iteracao, feita a partir dos valores iniciais dos parametros, calculamos a
primeira previsao usando a equagao em (ii1):
Zy=d+b =314-01=313

A partir dai, faremos a cada passo a atualizacao das estimativas dos parametros a e
b, usando as equac¢des de atualizacdo em (1) e (i1). Os resultados sdo:

Segunda iteracao:
Z,=304

G, =aZ,+(1—a)(@ +b)=0.2x304 +(1-0,2)x31,3=3112
b, = B(d,—a,)+(1— )b, =0,Ix(31,12—314)+(1—0,1)x(-0,1) =—0,118

Terceira iteragao:
Z,=30,4
a; =0,2x30,4 +(1-0,2)x 31,002 =30,882
53 =0,1x(30,882-31,12)+(1-0,1)x(-0,118) =-0,130

Zys=d5+by =30,752
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Quarta iteracao:
Z,=312
d;=02x312+(1-0,2)%30,752=30,841
333 =0,1%(30,841-30,882) +(1—-0,1)x (—0,130) =—0,121
Zyp=d, +b, =30,720

Os resultados das oito primeiras iteragdes estdo na Tab. 3. A Fig. 2 mostra a série
de dados e as previsoes feitas. A rotina em R para obter os resultados acima esta no arqui-
vo Apend.1.2.R.

Tabela 3. Atualizacio dos parimetros e previsoes
feitas pelo método de Holt com o=0,2 e p=0,1

t A a b Z,

1 31,4 31,40 =010 -

2 30,4 31,12 -0,12 31,30
3 30,4 30,88 -0,13 31,00
4 31,2 30,84 -0,12 30,75
5 30,8 30.74 -0.12 30,42
5] 31,7 30.83 -0.10 30.62
7 30,3 30.65 -0.09 30.74
8 31;3 30.69 -0.07 30.54

33
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Figura 2. Valores observados X valores previstos
(Amortecimento exponencial de Holt, com 0=0,2 e f=0,1)
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1.3. Amortecimento exponencial de Holt-Winters

Para ilustrar passo-a-passo a aplicacao do método de Holt-Winters, faremos um
exemplo usando a série mostrada na Fig. 3. Como esta série tem uma evidente tendéncia de
crescimento, e a amplitude da variagdo sazonal cresce a medida em que aumenta o nivel,
usaremos o modelo com tendéncia linear e sazonalidade multiplicativa definido como (veja
a secao 5.4.5):

Z,=(a+bt)p"” +¢,

Para este modelo, a previsao um-passo-a-frente (k=1) feita no instante 7' ¢ dada por:
zZ T2 :(dr + br )/3? e

A atualizacdo das estimativas dos parametros € feita por meio de trés equagdes
recursivas, uma para cada parametro, usando trés constantes de amortecimento diferentes
(secdao 5.4.5.1):

x z ’ ~
a,=a ﬁ?_(in r(l=o)a, . ¥b;..)

6? = ﬁ(ar - ar—x) +(1 _:8)51"—1

~m A : ~m

PrO* =y =L |+ (1-p)pr
ar

ﬁ?(ﬁ :)(")}f:?—tlj) J:}JZJS’ VJ#T

900 T T T T

700 3 A

600

/

300

1
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Figura 3. Numero de passageiros em viagens aéreas
A série a ser prevista € trimestral, com quatro fatores sazonais; esta € a mesma série

AirPassengers usada na Fig. 3 da se¢do 5.4.6, mas agora expressa em totais trimestrais, ao
inveés de mensais (transformamos os dados para simplificar os calculos no exemplo).
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1.3.1. Inicializacdao

Para estimar valores iniciais, usaremos as observagdes dos dois primeiros anos da
série. As estimativas para a tendéncia, o nivel, e os fatores sazonais serdo calculadas usan-
do os métodos descritos na se¢do 5.4.4.3.

(1) Tendéncia inicial — usamos como estimador a diferenca entre as médias das observacdes
nos dois primeiros anos:

;- Zauoz_ anol

0:#.

r 1 Zs+Zs+ 2, +2Zy Zi+2,+ 25+ 2,

e 4 4

» _ 1{382+409+498+387 362+385+432+341
2 4 4
:—[419 380]

50:9.75

(11) Nivel inicial - usamos como estimador a média das observacdes do primeiro ano:
.
arO:E(Z1 +..+Z,)
a4 .= 2(362 +385+432+341)

G, =380

(111) Fatores sazonais iniciais (p) — usamos como estimadores as razoes entre os valores
observados a cada trimestre do primeiro ano e a média deste ano (secdo 5.4.3.2):

pl=2Z

[‘1 =2,/Z,, =362/380=0.9526
[’1— Z,/Z,,, =385/380=1.0132
p=2,/Z,, =432/380=1.1368
[“‘]—z 4/ Z 1oy = 341/380 = 0.8974

1.3.2. Atualizac¢do dos parametros, feita no instante t=1

Do nivel:

X Lo
ar ZQ{W}—F(I a’)(ﬁ‘T 1+b1~ 1)

T
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x Z;
alza{w}*—(l a)(ao +b )

]

a,=0.3 362 +0.7(380+9.75)
0.9510

4,=386.8

Da declividade:
b, = Bla; —a;,)+(1— B)b,_

.&? =ﬁ(él—ao)+a—ﬂ)6
=0.1(386.8—380) +0.9x9.75
0.45

-

b

Dos fatores sazonais:

~m(T)* Z ~m
ppY = ;{A—f} +(1-NHrP

~m(l)* Z ~m
A { }(1 Py
a,

=01 362 | 0.9%09526
386.8

AP =0.9510

1.3.3. Previsdo
A. Previsio um-passo-a-frente

Como usamos os dados dos dois primeiros anos da série (de Z; a Z) para calcular
os valores iniciais, comecgaremos a fazer as previsodes a partir do instante = 9. O algorit-
mo pode calcular previsdes para os dois primeiros anos (estas previsoes estdo mostradas
em cinza na Tab. 4); contudo, ja que usamos estes dados na estimagao dos valores iniciais,
supomos que eles ja sejam conhecidos, e nao faz sentido tentar prever algo que ja é conhe-
cido. A previsﬁo um-passo-a-frente a partir do instante 7 é dada pela equacao:

TJ-I (a}.-l-b )Am(fﬂ)

A primeira prev15a0 sera para o instante 1 = 9, feita no instante 7 = 8:
Zs=(y + bg) pr®
Z,=(431.9+8.19)x0.9507 =418

As previsdes para os seis primeiros anos sao mostradas na Tab. 4; a rotina para os
calculos é dada no arquivo Apend.1.3.R. A Fig. 4 compara os valores observados com os
previstos. (Note que estas previsdes ndo sao as melhores possiveis, pois as constantes de
amortecimento nao foram otimizadas, e sim escolhidas arbitrariamente).
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Tabela 4. Valores estimados para os parimetros a cada instante e previsdes um-passo-a-frente

projetolzigma

T trimestre  observacao nivel declividade fatores sazonais previsao
1°.trim 2°.trim 3% trim 4° trim
. a ~ (1) ~(2) - (3) - (4 B

14 Zr dy b, Pr Pr Pr o i
0 380 9.75 0.9526 1.0132 1.1368 0.8674
1 1 362 386.8 9.45 0.9510 1.0132 1.1368 0.8974 7
2 2 385 391.3 8,96 0.9510 1.0102 1.1368 0.5974 401
3 3 432 394.2 8.35 0.9510 1.0102 1.1327 0.8974 !
4 4 341 395.8 7.67 0.9510 1.0102 1.1327 0.8938
5 1 382 402.9 T6R 0.9507 1.0102 1.1327 0.8938
6 2 49 408.8 7.45 0,9507 1.0092 1.1327 0,8938
7 3 498 423.3 8.15 0.9507 1.0082 1.1371 0.28938
8 4 387 431.9 g.13 0.9507 1.0082 1.1371 0.8940
9 1 473 457.3 9,92 0.9590 1.0092 1, AL 0.8840 418
10 2 513 479.5 11.15 0.9530 1.0153 1.1371 0.8940 471
11 3 582 497.0 11.78 0.9590 1.0153 1.1405 0.8%40 558
12 4 474 515.2 12.42 0.9590 1.0153 1.1405 0.8966 454
13 1 544 539.5 13.61 0.9638 1.0153 1.1405 0.8966 506
14 2 582 559.1 14.21 0.263% 1.0178 1.1405 0.8966 561
15 3 681 580.5 14.92 0.9639 1.0178 1.1437 0.8966 653
16 4 557 603.1 15,70 0.963% 1.0178 1.1437 0,8993 533
17 3 628 628.6 16.67 0.9674 1.0178 1.1437 0.8993 598
18 2 707 660.1 18.15 0.9674 1.0231 1.1437 0.8993 656
19 3 773 677.5 18.08 0.9674 1.0231 1.1434 0.8993 775
20 4 592 684.4 16.96 0.9674 1.0231 1.1434 0.8958 625
21 1 627 685, 4 15.36 0.9622 1.0231 1.1434 0.8958 578
G 2 725 703.1 15.58 0.0622 1.0239 1.1432 0.8958 716
23 3 854 727.1 16.44 0.9622 1.0239 1.1465 0.8958 B21
24 4 661 741.8 16.27 0.9622 1.0239 1.1465 0.8554 666
25 1 729
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Figura 4. Valores observados x valores previstos

B. Previsées um-ano-a-frente

Suponha que estejamos ao fim do terceiro ano (¢ = 12), e queiramos fazer a previsao
para todos os semestres do ano seguinte; isto €, queremos prever de Z;; a Z;s. A equagdo de
previsdo sera:

~m(T+k)

2T+k =(a, + ké’xz )P

E preciso tomar cuidado na atribuicao dos fatores sazonais correspondentes a cada
trimestre do ano a ser previsto, e lembrar que:

- o instante =13 corresponde ao primeiro trimestre do 3°. ano; portanto,
~m(T+1) _ ~m(13) A1)

P "=Po =P
- o instante /=14 corresponde ao segundo trimestre do 3°. ano; portanto,
PR = pud = p)
etc.

As previsdes podem entdo ser feitas, e os resultados sdo:

s =Zp =Gy, +b,,) P = (515.2+12.42) x 0.9590 = 506.05
o= 2, =(,, +2b,)pP = (515.2+ 2x12.42)x1.0153 =548 .35

c=Zp.,=(a,, +3b,) P2 = (515.2+3x12.42)x 1.1405 = 630.15
6= Zr.=(a, +4b,) PP = (515.2+ 4x12.42) x 0.8966 = 506.54

N N
I

N> N
[
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