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5.1.0. Introducao

No modelo constante, supomos que o nivel da série nao varia ao longo do tempo,
ou varia muito lentamente e pode ser (pelo menos localmente) modelado por uma constan-
te,

H=a

A série pode ser descrita como:
Z,=a+g
E(Z,)=a

A previsao, para qualquer horizonte de previsao k, € dada pela estimativa mais recente do
nivel a:

jr+k =E(Zr. |Zr)=E(ay + &7, | Lr)=ar

Zrp=ar

O problema portanto se resume em obter a estimativa az. No metodo da média glo-
bal, esta estimativa era obtida a partir da média aritmética simples de toda a série passada,
com todos os valores recebendo o mesmo peso. Como foi argumentado, este método ndo €
muito usado, pois em geral parece mais sensato dar um peso maior as observacdes mais
recentes. Ja que os modelos ndo sao globais, mas apenas locais (isto €, validos apenas num
trecho da série que contém as observacdes mais recentes), € razoavel supor que os valores
observados recentemente tenham sido gerados por um mesmo modelo, mas nao é razoavel
supor que este modelo seja valido também para todo o passado da série.

Este raciocinio levou a criagdo dos métodos baseados em médias moveis, que des-
cartam as observagdes mais antigas e consideram na meédia apenas um subconjunto com as
n observacdes mais recentes. Estes métodos contudo ainda ndo sao muito convincentes,
pois as observagdes contidas numa janela movel recebem todas o mesmo peso, enquanto as
observacgdes fora da janela sdo ignoradas. Se usamos MM(10), por exemplo, os valores Z;
e Z. 10 serao incluidos na média com o mesmo peso, mas Z; ;; sera descartado. Isto ndo
parece muito logico; por que um valor tdo defasado como Z; ;, deve entrar na média com o
mesmo peso da observa¢ao mais recente, Z;? E, se consideramos que a observagao Z; jo,
ainda que muito defasada, contém informacao tdo importante quanto a observagao recente
Z;, por que entdao ndo usamos também Z,_;;, que tem quase o mesmo defasamento?

Se admitimos que as observacdes mais recentes contém informac¢ao mais util do
que as observacoes mais antigas, parece que o mais logico seria criar um método onde as
observac¢des sejam ponderadas de acordo com sua idade: quanto mais recente for a obser-
vacdo, maior peso ela devera receber na média. Na previsao de Zr.,;, Zr deve ter peso
maior que Zr.;; Zr.; deve ter peso maior que Zr.,, € assim por diante.

A meédia M7 poderia entdo ser expressa na forma:
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Usar um método destes seria porém demasiado trabalhoso (teriamos que escolher
todos estes pesos ;). O método de amortecimento exponencial resolve o problema de for-
ma simples: usa apenas uma constante a, € os pesos sao dados por poténcias sucessivas
desta constante, na forma:

Mp=aZ+a(l-a)Zy +a(l-a)* Zrs +..+a(l—-a) Zp_ +..+ a(l—-a)T M, (1)

ComoO0<a<leO<(l—a)<l,ospesos(/— a)f— 0 quando k — 0. Portanto, o
maior peso ¢ dado a observa¢do mais recente Zz, e 0s pesos seguintes decrescem exponen-
cialmente.

5.1.1. Formas de calcular as previsoes por AES
a) AES em termos de médias amortecidas

A forma em (1) parece simples, pois envolve apenas uma constante a. Contudo,
ainda seria trabalhoso ter que computar a cada instante a média levando em conta todos os
valores passados. Existe uma forma recursiva de calculo que simplifica o trabalho: a cada
instante 7 o estimador M7 do nivel da série ¢ calculado pela media ponderada entre a ulti-
ma observac¢ao disponivel Z; e a média My calculada no instante anterior:

My =aZ; +(1-a)Mq, (2)

A previsdo para qualquer horizonte k sera dada pela estimativa mais recente do nivel (ar),
calculada pela média amortecida M7:

21’+k = ai" =M; (3)

A equivaléncia entre as eqs. (1) e (2) pode ser vista se substituirmos recursi-
vamente os valores das médias na eq. (2) por suas estimativas:

M, =aZ; +(1-a)M,_, (11)
MT—E :aZ_T_z +(1—a‘)1'b’f3~_3 (lli)

Substituindo Mr.; em (1) por sua estimativa em (i1), obtemos:
My =aZ, +(1-a)|aZ;_ +(1-a)M,_, |

My=aZ;+a(l-a)Z;+(1-a)*M;_, (iv)

Substituindo M7, em (iv) por sua estimativa em (ii1),
My=aZr+a(l-a)Zry+(1-a)[aZr_ + (1-a)M7 ;|
Mp=aZr+a(l-a)Zyy+a(l—a) Zr_, +(1—a)* My

https://projetosigma.org (Series Temporais — H.S.Hippert) 2



Se continuarmos substituindo Mr.;, Mr4, etc., por suas estimativas, obtere-
mos ao final:

Mp=aZ;+a(l-a)Z;+a(l—a) Zy, +a(l—a)’ Zy_s +a(l—-a)* Z, 4 +
+.. +tal-a)Z +a(l-a) M,

que ¢é idéntica a eq. (1).

Portanto, no método AES, ao invés de descartarmos as observa¢des mais antigas e
darmos o mesmo peso a um subconjunto de observac¢des mais recentes (como no método
das meédias moveis), fazemos uma média de todos os valores passados da série, ponderados
por pesos que seguem uma progressao geometrica. Assim, todos os valores da série sao
considerados; contudo, quanto mais recente for um valor, maior peso ele tera na media: a
ultima observacgao (a mais recente) tera um pouco mais de peso na média que a penultima,
a pentltima um pouco mais de peso que a antepenultima, e assim por diante.

Note que a estimativa atual do nivel sera dada por uma média ponderada entre as
todas as observagoes da série ( Z,Z,,.....Z, ) € um valor inicial Mj. Se a série for longa
(T—w0), o termo do somatorio que depende de M), tendera para zero:

a(l—a) ' My— 0

O valor 1nicial M, portanto, nio tera grande importancia na estimativa de Mr.

b) AES em termos do erro de previsao

O método de AES pode ser interpretado de outra maneira. Lembrando que
an+1 =Mr
ZT =My,

Podemos reescrever a equagao (2), reproduzida abaixo:
M, =aZ, +(1-a)M,

na forma

Zya=aZ +(1-a)Z; (4)

Re-organizando os termos,
Zry=Zr+alZr—Zr)

O termo entre parénteses € o erro de previsao um passo a frente (Se¢ao 2.3.1,eq. 1) :

er=ZLy—Zr

portanto,

Zpo=Zr+a0e; (5)

Na forma em (5), vemos que a previsao para o proximo valor Z,,, sera dada pela

previsdo anterior Z,, corrigida por uma fracdo do ultimo erro de previsio. Se o erro foi
positivo (o valor observado foi maior que o previsto), a previsdo anterior sera aumentada;
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se o erro foi negativo (o valor observado foi menor que o previsto), a previsao anterior sera
reduzida. Desta forma, a previsdo sera corrigida iterativamente, de acordo com o erro veri-
ficado a cada passo. Esta idéia de autocorre¢do automadtica € simples, mas importante e
amplamente usada nos métodos de previsao e controle; por exemplo em mecanismos auto-
maticos para controle de quaisquer processos ou maquinas, nos quais corregoes sao feitas a
cada instante com base no erro cometido nos instantes anteriores.

O método pode ainda ser re-escrito como uma combinag¢ao entre a observac¢ao mais
recente e o ultimo erro de previsao:
Zra=Z;—(1-a)er (6)

A (da eq. 5)
Zra=Zr+a(Zr—Zr)

R,

s~ E Y v ity ~dsy
Zrn=Zr—(1-a)Z; —(1—a)Zy

2T+1 :Zr—(l—a)(zr_jr)

Zra=Zr—(1—a)e

Para resumir, reunimos aqui as trés formas em que a previsao do método de AES
pode ser expressa:

- como combinagao da observacao mais recente com a previsao anterior (eq. 4):
(1) Zra=aZr+(1—a)Z;

- como correcao da previsdo anterior, feita a partir do erro da previsdo anterior (eq. 5):
(i1) Zra=Zr+aer

- como combinacao da observagao mais recente com o erro de previsao anterior (eq. 6):
(i11) Zra=Zr—(1—a)e

As formas mais frequentemente usadas sdo as em (i) e (i1), mas elas podem ainda
ser encontradas re-escritas em termos das meédias amortecidas ou de estimativas do nivel a,
em virtude da equivaléncia (eq. 3, reproduzida abaixo):
Zp,=ar =My

Escrevendo em termos das estimativas do nivel a da série, teremos as equacdes (4) e (5)
reescritas como:

Ay =Gp_+a(Zy =Gy )
Escrevendo em termos das médias amortecidas:

JMI— = aZT + (l—a’)ﬂfz—_l

Mp=Mr +a(Zr—Mr,)

Ha portanto varias formas de se escrever as previsdes: em termos da série de previ-
sdes Z,, em termos das médias amortecidas M;, ou em termos das estimativas da constan-
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tea,. E importante sempre ter em mente, contudo, que as previsdes sdo apenas estimativas
da constante a, obtidas através de médias ponderadas Mr, e que todas elas sao derivadas
uma das outras por meio de manipulagoes algébricas, e produzem por isso exatamente os
mesmo resultados. A escolha entre uma forma ou outra ¢ apenas uma questao de conve-
niéncia. Neste sife, usaremos de preferéncia a forma em (1).

5.1.2. O efeito do valor da constante de amortecimento o

Se o valor da constante de amortecimento « for grande, sera dada muita importan-
cia a observagdo mais recente e pouca importancia as informac¢des mais antigas. Os pesos
decairdo rapidamente; por exemplo, se = 0.9:

Zr.=09Z;+(1-09)M,,

aplicando este valor na eq. (1) (reproduzida abaixo),
Zra=aZy +a(l-a)Z;+a(l—a)’ Z; > +..+a(l—a) Z, +..+a(l-a)" M,
Z7.1=09Z;+0,9(0,1)Z;_; +0,9(0,1)> Z1., +0,9(0,1)* Zp.5...
Zr.1=0.9Z;+0,09Z;_, +0,009Z; , +0,0009Z ;...

As duas observagdes mais recentes concentrarao 99 % do peso; as observacdes res-
tantes praticamente ndo terdo nenhuma influéncia na previsao. Podemos dizer que a pro-
cesso tem pouca “memoria”, e que o grau de amortecimento da série de previsdes € peque-
no, uma vez que cada observacao nova afeta grandemente a previsdo. No caso extremo de
a = 1, teremos um previsor ingénuo (naive), onde sé a observagdo mais recente importa:

Zra=Zr

Por outro lado, se o valor de « for baixo, sera dada comparativamente pouca impor-
tancia a observac¢ao mais recente Zr, e muita ao passado (representado pela média anterior
M7 ;); o decaimento dos pesos sera lento. Por exemplo, se =0, I:

Zr . =01Z; +0,1(0,9)Z;_ +01(0,9° Z7, +01(0,9 Zp5...

Z7,,=0)Z; +0,09Z,_ +0,081Z,., +0,073Z,,+0,066Z;,+...

Agora, 99% do peso estara distribuido entre as 22 observacdes mais recentes; dizemos
entdo que a “memoria” do processo ¢ mantida por bastante tempo. Neste caso, 0 amorte-
cimento ¢ bastante sensivel, uma vez que o efeito da informagao mais recente Zr sobre a
previsdo sera muito reduzido.

Portanto, quanto menor for a, mais “estavel” sera a série de previsdes, aproximan-
do-se daquela obtida pela média global; quanto maior e, mais instavel sera esta série, apro-
ximando-se daquela do previsor naive. Na pratica, o melhor valor de a para a previsao de
uma série tera que ser determinado experimentalmente, numa amostra de teste.

Para ilustrar o comportamento dos pesos, os graficos da Fig. 1 abaixo comparam as
sequéncias de pesos em trés métodos de previsdo — média simples, média movel e AES,
aplicados a uma série com n = 50 observagoes.

No método de médias moveis de ordem n = 5, as cinco observagdes mais recentes
recebem pesos iguais a 1/5 (grafico 1). No meétodo de AES, todas as observacgoes da série
recebem pesos que decaem geometricamente de acordo com o valor de a (graficos 2 e 3).
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Por fim, no método da média simples, todas as observacdes da série recebem peso iguais a

1/50 (grafico 4).

1. Média movel, n=5

3. Amortecimento exponencial simples, a=0,1

2. Amortecimento exponencial simples, a=0,3

4. Média simples

Figura 1. Comparacio dos pesos atribuidos as observacoes passadas nos diferentes métodos

Como exemplo do efeito do valor de a., a Fig. 2 mostra as previsoes da série
nhtemp (temperaturas meédias anuais em New Haven, EUA, 1912-1971; disponivel no R,

no pacote datasets) feitas por meio de AES, usando trés valores diferentes para « (o valor

a = 0,186 fo1 o valor 6timo encontrado pela otimizagdo do MSE, usando a fun¢do optim).
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Figura 2. Previsiao da série nitemp por AES
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5.1.3. Métodos de inicializacido

Todos os métodos de amortecimento exponencial exigem a especificagdo de alguns
valores iniciais. Uma vez que estes métodos sdo recursivos e cada parametro € estimado
pela combinacao da observagdo mais recente com a estimativa anterior, € preciso comecar
de alguma estimativa inicial.

Se usarmos a forma (1) do método

Zry=0Zr+(1-a)Z;

As primeiras iteragoes serao:
Zy=aZy+(1-a)Z,
Z,=aZ,+(1-a)Z,

Como ndo faz sentido falar em Z, ou Z,, as previsdes serdo iniciadas a partir do instante ¢
= 2. Para obter uma estimativa da previsio inicial Z,, podemos usar diferentes métodos:

Método 1: tomar simplesmente a primeira observacdo como estimativa inicial Z :
an = Zl

Se fazemos isto, a previsao para a segunda observagao sera também igual a primeira
observacao:

Z,=aZ+(1-a)Z; =2,

Meétodo 2: se ha muitos dados disponiveis, tomar a média de algumas das primeiras obser-
vacgdes, por exemplo:
ZI:ZI+Z2 +Z;+Z,

4

E claro que, ao fazer isto, estamos trapaceando um pouco, pois estaremos usando infor-
macoes do futuro (instantes 7 =2 a 4) para estimar um valor do passado (Z;); mas isto
deixa de ter importancia a partir do instante 7 = 5.

Se o valor de a for razoavelmente grande, o método de inicializagdo ndo faz muita
diferenca, ja que a previsao colocara muito peso na observa¢ao mais recente, € pouco peso
nas mais antigas; depois de algumas iteragdes, os valores usados para a inicializagdo ja
terao sido “esquecidos”. Se porém o a for pequeno e a série for curta, o método de iniciali-
zacao pode fazer diferenga no resultado final, pois a previsdo sera por muito tempo afetada
pelos valores iniciais escolhidos, e ndo havera um numero suficiente de iteragoes até que
estes valores sejam esquecidos.

5.1.4. Escolha do valor de o
O valor de « deve escolhido de forma a minimizar uma medida de erro, geralmente

o MSE, mas ndo ha como fazé-lo de forma analitica. Em geral, a escolha ¢ feita por uma
busca em grade (isto €, escolhemos alguns valores para a, por exemplo, 0.1, 0.2, etc., ex-
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perimentamos o método com cada um deles, e verificamos qual deles da melhores resulta-
dos), ou por meio de algoritmos de otimiza¢ao ndo-linear, como 0 cptim ou 0 optimize,
ambos partes do pacote stats do R.

A escolha do valor de & pode também ser afetada por outros fatores, como o nivel
de confianca que temos nos valores iniciais atribuidos aos parametros, e o tamanho das
séries de dados disponiveis, como mencionado na secdo 5.1.3. Se a € baixo, os valores
iniciais influenciam as previsdes por muito tempo; por isso, se as séries disponiveis sdo
curtas, uma possibilidade é fazer as primeiras itera¢cdes com valores de arelativamente
altos, para que um erro nos valores iniciais nao se propague por muito tempo nas serie de
previsoes, e reduzir o anas iteragdes posteriores. Por outro lado, se as séries disponiveis
sao longas, sera possivel conseguir boas estimativas finais dos parametros mesmo que os
valores iniciais sejam ruins; neste caso, pode ser melhor usar um arelativamente baixo em
toda a série (por exemplo 0,01 ou 0,02), para que a série de previsoes reaja de forma lenta
as mudancas que ocorrerem, e nao seja muito afetada pelo ruido presente nos dados.

5.1.5. Variancia do erro de previsao

Para um modelo de nivel constante estimado por AES, pode ser demonstrado que a
variancia do erro de previsdo um-passo-a-frente ¢ dada por:

92 :Var(erlr_l) ZX’aI(ZHT_l =T ZT)

0'2_—2 {T2
e £
2—a

a,

Note que variancia do erro de previsdo o € maior que a variancia da série, o7. As
duas variancias se aproximam quando a — 0; este valor de a corresponde a previsao por
meédia global, que seria a previsao ideal se o nivel do modelo fosse realmente constante
todo o tempo.

Em teoria, intervalos de confianca (ICs) para as previsoes poderiam ser calculados
a partir desta estimativa da variancia. Na pratica, porém, esta variancia estara provavel-
mente subestimada, o que levaria a ICs demasiado estreitos. Nao é realista supor que o
nivel seja constante em todo o tempo (justamente por isso € que foram criados os métodos
de MM e AES, que utilizam modelos locais!), e que as previsdes para qualquer horizonte
tenham a mesma variancia e possam por tanto ser representadas por ICs de mesma ampli-
tude.

Em geral, nas previsdes por métodos de amortecimento exponencial estaremos inte-
ressados em obter apenas previsdes pontuais; previsoes por meio de ICs sdo feitas quando
trabalhamos com modelos estatisticamente mais complexos, como os ARIMA (Cap. 6), ou
os modelos em espago de estados, que ndo serdo discutidos neste livro.

5.1.6. Conclusiao

Se uma série realmente tem o nivel constante todo o tempo, a melhor estimativa do
nivel seria a obtida pelo método da média global (Se¢do 4.1.1). Na pratica, porém, na mai-
oria das séries o nivel oscila um pouco, e nio se mantém constante por muito tempo. E me-
lhor entdo usar um método /ocal, que supde que o nivel seja constante apenas numa peque-

o0
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na janela de tempo, e considere nos calculos apenas as observacdes mais recentes; meétodos
assim sao o das médias moveis (sec¢do 4.1.2) e o de AES. Estes dois métodos, apesar de
muito simples, sdo os métodos mais usados para previsoes no dia-a-dia de empresas e na
administracdo publica. Qual dos dois € melhor? Nao € possivel criar regras para prever
qual teria o melhor desempenho, num problema especifico; o melhor é fazer testes empiri-
cos, usado os dados disponiveis.

Note que ambos os métodos (MM e AES) so funcionam em séries de nivel constan-
te; se a série tem uma tendéncia crescente (ou decrescente), as previsoes por estes métodos
estardo sempre subestimando (ou superestimando) o valor real. Nestes casos, sera melhor
usar um método proprio para séries com tendéncia, como os que serdo vistos na Sec¢ao 5.2.
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