4.3.2. Exemplo de feste de hipotese

4.3.2.1. Hipotese nula x hipotese alternativa
4.3.2.2. Tipos de erros

4.3.2.3. Teste de hipotese unilateral

4.3.2.4. Resumo

Nas proximas secdes, analisaremos um exemplo simples de um feste de hipotese,
que ¢ uma continua¢do do exemplo de feste de significdncia mostrado na se¢do 4.3.1. Am-
bos usam amostras muito pequenas (n = 20) e se baseiam na distribui¢do binomial; vere-
mos depois que ndo tém por isso grande aplicagdo pratica, porque o tamanho das amostras
¢ insuficiente. No entanto, servem para apresentar de forma intuitiva, sem grandes compli-
cacdes matematicas, todos os conceitos importantes relativos aos testes estatisticos. Além
disso, podem ser facilmente reproduzidos por estudantes numa turma, e so uma boa opgao
para aulas introdutorias sobre Inferéncia Estatistica.

4.3.2.1. Hipoétese nula x hipotese alternativa

Iremos agora aumentar um pouco a complexidade, em termos conceituais, do teste
feito na se¢d@o anterior. Suponha agora que vocé acredita que a tachinha seja desequilibra-
da, isto €, que probabilidade de a tachinha cair com a ponta para cima seja diferente da
probabilidade de cair com a ponta para baixo:

P(ponta para cima) # P(ponta para baixo)
P(ponta para cima) # 0,5

Representaremos a probabilidade P(ponta para cima) pela letra grega m. A hipotese
que nos interessa testar, portanto, ¢
tz0,5

Como testar esta hipotese? Para fazer o teste, usando o método da se¢do anterior € o
mesmo nimero n=20 de lancamentos, precisamos de um valor definido para &, a fim de
calcularmos a distribuicdo de probabilidades usando o modelo Binomial com n=20 e p=m,
O problema ¢ que, agora, o valor de ® ndo ¢ um numero, e sim um intervalo continuo (m #
0.5) que contém infinitos valores. A solucdo ¢ usarmos duas hipoteses, ao invés de uma so.
A primeira, chamada de hipdtese nula (representada por Hy), iguala m a um valor definido.
Neste exemplo, seria:

Hy— mn=P(ponta para cima) = 0,5

(Esta ¢ a mesma hipotese que usamos para o teste de significancia na se¢do anterior). A
segunda hipotese, chamada de hipdtese alternativa e representada por H;, sera a hipotese
que aceitaremos caso a primeira seja rejeitada. No exemplo,

H,—> m#0,5

Os célculos da distribuicdo de probabilidades serdo feitos com base na hipotese
nula, exatamente como fizemos na se¢ao anterior, e o resultado sera a distribui¢do de pro-
babilidades mostrada na Tab. 1.

Evidentemente, os valores mais provaveis se a hipotese nula for verdadeira (se
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= 0,5) serdo aqueles em torno de X=10. Podemos delimitar um intervalo no centro desta
distribuicdo que tenha uma grande probabilidade de conter o valor de X; na tabela, este in-
tervalo esta marcado em azul. No intervalo entre 06 e 14, inclusive, estdo os valores de X
mais provaveis; no total, este intervalo tem uma probabilidade de aproximadamente 0,95:
P(X=6) + P(X=7) + ... + P(X=14) = 0,0360 + 0,0739 + ... + 0,0360 = 0,9586

Os valores de X fora deste intervalo estdo nas duas areas marcadas em vermelho;
como a distribuic@o ¢ simétrica, as probabilidades destas duas areas serdo iguais e, soma-
das, atingem um pouco menos de 0,05:

P(X<6) = P(X=0) + P(X=1) +... + P(X=5) = 0,0000 + 0,0000 + ... + 0,0148 = 0,0207
P(X>14) = P(X<6) = 0,0207
P(X<6) + P(X>14) = 0,0207 + 0,0207 = 0,0414

Tabela 1. Distribui¢ao de probabilidades da variavel
X = niimero de "pontas para cima"’,
em 20 lancamentos de uma tachinha equilibrada

+om +
I X px) |
o +
00 .0000 <==-=3 Se a tachinha for equilibrada, é pouco provavel que
01 .0000 +-- o numero de “pontas para cima” esteja neste intervalo
02 .0002 | (as probabilidades de todos estes valores, somadas,
03 .0011 | ddo um total de apenas 0,0207) .
04 .0046 | Regiao de rejeigao
05 .0148 <----d
06 0360 <---—
07 .0739 |
08 .1201 |
09 1602 | Se a tachinha for equilibrada, é muito provavel que

I I
| |
I I
I |
| |
I |
| I
| |
| I
| |
| 10 .1762 | +-- o numero de “pontas para cima” esteja dentro deste
| |
| I
I |
I |
| |
| |
I |
I I
| |
| I

1. 1602 | intervalo(as probabilidades de todos estes valores,
12 1201 | somadas, ddo um total de 0,9586)
13 0739 | Regido de aceitagdo
14 .0360 <----
15 .0148 <----7
16 .0046 |
17 0011 | Como a distribuigdo de probabilidades é simétrica,
18 0002 | este extremo da distribuigdo tem a mesma probabilidade
19 .0000 +-- do outro extremo : 0,0207
20 .0000 | <----4 Regido de rejeigio
o +

A regido que contém estes valores de X que seriam mais provaveis caso Hy seja
verdadeira sera chamada de regido de aceitagdo da hipotese nula; a regido que contém os
valores que seriam menos provaveis serd chamada de regido de rejeicdo.

Podemos a partir dai criar uma regra de decisdo: se ao langarmos a tachinha 20
vezes encontrarmos um X dentro da regido de aceitacdo (entre 6 ou 14 sucessos), iremos
aceitar a hipotese Hy (isto é, considerar que a tachinha ¢ equilibrada). Esta decisdo esta
baseada nas probabilidades: um resultado nesta regido seria o que esperariamos que acon-
tecesse, se a tachinha for equilibrada. Por outro lado, se o nimero de vezes que a tachinha
cair com a ponta para cima estiver dentro da regido de rejei¢do, iremos rejeitar a hipotese
Hy, porque que este resultado seria muito improvavel se a tachinha fosse equilibrada; acei-
taremos entdo a H;, que afirma que a tachinha ¢ desequilibrada.

https://projetosigma.org (4. Inferéncia — H.S.Hippert)



No teste feito com 20 langamentos de uma tachinha (Segdo 4.3.1), obtivemos como
resultado X=12 sucessos; este valor esta dentro da regido de aceitacdo da hipotese nula,
portanto aceitamos a hipotese de que a tachinha seja equilibrada.

4.3.2.2. Tipos de erros

O problema que enfrentamos, ao fazer o teste acima, ¢ que toda decisdo tem que ser
tomada com base em probabilidades, e nunca poderemos ter certeza de que ela sera a deci-
sdo correta. O que podemos fazer ¢ escolher a decis@o que tem a maior probabilidade de
estar certa; mesmo assim, ainda pode ser que ela esteja errada. E um risco que temos que
correr, € ndo ha como elimina-lo. O que caracteriza a Inferéncia Estatistica ¢ o fato de que
as probabilidades de erros serem cometidos sdo conhecidas a priori; isto €, sabemos qual o
risco que estamos correndo, antes de tomarmos uma decisao.

Num teste de hipotese, existem quatro situagdes possiveis na tomada de decisdo:
em duas delas as decisdes sdo corretas, nas outras duas elas sdo erradas. O Quadro 1 mos-
tra essas situagdes.

Quadro 1. Resultados possiveis de um teste

Hipotese nula

verdadeira falsa
Decisao rejeitar Ho Erro tipo I ok
aceitar Ho ok Erro tipo II

Ha portanto dois tipos de erros:
Erro tipo I:  rejeitar uma hipétese quando ela € verdadeira;
Erro tipo II:  aceitar uma hipotese quando ela € falsa.

E preciso calcularmos as probabilidades de cometer estes erros, antes de tomar
qualquer decisdo (se estas probabilidades forem altas, sera melhor ndo tomar decisdo ne-
nhuma!). Estas probabilidades sdo designadas convencionalmente pelas letras gregas a
(alfa) e B (beta):

Plerro]) =a
P(erro IT) = B

(a) Erro Tipo 1

Uma tachinha equilibrada (isto ¢, uma tachinha para a qual a hipotese nula n=0,5 ¢é
verdadeira) tem uma probabilidade, ainda que pequena, de produzir menos de 6 ou mais de
14 caras. Se isto acontecer, ela sera rejeitada no teste, e considerada desequilibrada. O erro
cometido quando rejeitamos uma tachinha equilibrada ¢ o erro Tipo I, cuja probabilidade é
representada pela letra a.

No exemplo da secdo anterior, qual a probabilidade de isto ocorrer? A Tab. 1 mostra
as probabilidades associadas a 20 langamentos de uma tachinha equilibrada; a probabilida-
de de X<6 ou X>14 ¢ a soma de todas as probabilidades marcadas em vermelho; esta ¢ a
probabilidade da regido de rejeicdo, igual a 0,0414.

Portanto, neste teste,

P(erro I) =a=0,0414
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Esta probabilidade ¢ chamada de nivel de significdncia do teste, o que mostra que os
dois tipos de teste — o de significdncia e o de hipotese — sdo relacionados entre si. Lembre-
se de que, no teste de significancia, um resultado € considerado significativo se o seu valor-
p fosse menor que um valor critico escolhido, geralmente de o =0,05; dizemos entdo que
h4 uma forte evidéncia contra a hipdtese nula. Num teste de hipotese, um valor-p menor
que o a escolhido indica que a variavel de teste caiu na regido de rejeig¢@o, e que portanto a
hipotese nula deve ser rejeitada. Um resultado significativo num teste, portanto, indica que
a hipdtese nula foi rejeitada.

O nivel de significancia de um teste € sempre escolhido por quem planejou o teste.
No exemplo, usamos o valor pouco comum de a = 0,0414, porque ¢ o valor mais préximo
de 0,05 que pode ser obtido a partir das probabilidades na Tab. 2. Poderiamos ter escolhido
um tamanho diferente para a regido de rejei¢do; poderiamos, por exemplo, ter decidido que
a tachinha s6 seria rejeitada se caisse com a ponta para baixo menos de 5 ou mais que 15
vezes. A Tab. 2 mostra como seriam entdo as regides de aceitacdo e rejeigao.

Tabela 2. Distribui¢ao de probabilidades da variavel
X = niimero de "pontas para cima"’,
em 20 lancamentos de uma tachinha equilibrada
(regifio de rejeicio reduzida)

Fom - +

I X p) |

Fom - +

| 00 .0000 | <-——-]

| 01 .0000 | +-- Regido de rejeigdo (P = 0,0059)
| 02 .0002 | [

| 03 .0011 | |

| 04 .0046 | <-—--]

| 05 .0148 | <-—-——+

| 06 .0360 | I

| 07 .0739 | I

| 08 .1201 | I

| 09 .1602 | I

| 10 .1762 | +-- Regido de aceitagdo (P = 0,9882)
[l A 1602 | |

| 12 .1201 | I

| 13 .0739 | I

| 14 .0360 | I

| 15 .0148 | <-———+

| 16 .0046 | <-—--]

| 17 .0011 | |

| 18 .0002 | |

| 19 .0000 | +-- Regido de rejeigdo (P = 0,0059)
| 20 .0000 | <-—--]

- —— +

O valor de a seria entdo:
P(X< 5)=0,0000 + 0,0000 + 0,0002 + 0,0011 + 0,0046 = 0,0059
P(X>15) = 0,0000 + 0,0000 + 0,0002 + 0,0011 + 0,0046 = 0,0059
a = P(X<5) + P(X>15) = 0,0059 + 0,0059 = 0,0118

O risco de cometermos o erro do Tipo I, portanto, seria bem menor - apenas cerca

de 1%, contra os 4% do teste feito anteriomente. O problema, porém, ¢ que quando altera-
mos o tamanho da regido de rejeigdo, alteramos também o da regido de aceitagdo, e em
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consequéncia, também a probabilidade [3; esta probabilidade ¢ mais dificil de calcular, por-
que € variavel.

(b) Erro Tipo 11

No exemplo, B € a probabilidade de aceitarmos Hy quando ela ¢ falsa; ou seja, de
considerarmos equilibrada uma tachinha que na verdade é desequilibrada. Qual a probabi-
lidade de isto acontecer? Isto vai depender do tamanho da regido de rejeigdo, e de quao de-
sequilibrada a tachinha ¢ na verdade (ou seja, de qual € o valor verdadeiro de m). Se a ta-
chinha for quase equilibrada (por exemplo, 1=0,55), ¢ altamente provavel que ela caia em
torno de 10 vezes com a ponta para cima e que H seja aceita (o valor mais provavel seria
X=11). Contudo, se a tachinha for muito desequilibrada (por exemplo, n=0,05), ¢ altamente
provavel que ela caia com a ponta para cima apenas uma ou duas vezes e que Hj seja rejei-
tada (o valor mais provavel seria X=1).

A Fig. 1 mostra trés tipos de tachas que, em principio, podemos considerar que de-
vem ter diferentes probabilidades de cair com a ponta para cima. A da Fig. 1A ¢ bem se-
melhante a tacha usada nos exemplos feitos acima, e provavelmente passaria no teste, e se-
ria considerada equilibrada. As da Fig. 1B talvez consigam cair com a ponta para cima
entre 6 e 14 vezes, e passem no teste; as da Fig. 1C, porém, parecem ser muito desequili-
bradas, e deve ser altamente improvavel que uma tacha destas seja considerada equilibrada.
O problema ¢ que o valor real de  para cada uma destas tachas ¢ obviamente desconheci-
do (se fosse conhecido, ndo seria preciso fazer testes estatisticos!).

Figura 1. Diferentes tipos de tachas

O que podemos fazer € calcular a probabilidade f como func¢io do valor verdadeiro
de m e do tamanho da amostra. Na verdade, o que normalmente se calcula € o valor (1-5),
que ¢ a probabilidade de o teste ndo errar; isto ¢, de ndo aceitar a hipotese Hy quando ela
for falsa. Esta probabilidade ¢ chamada de poder do teste.

Se vocé esta achando isto tudo muito complicado, estd em boa companhia; toda a
teoria de Inferéncia Estatistica e de decis@o baseada em probabilidades ¢ muito complexa,
e gera muita discussdo. Na verdade, a maioria dos pesquisadores ndo se interessa muito por
1sso, porque preferem fazer apenas testes de significancia; o que procuram ¢ o valor-p, que
lhes indica quéo forte ¢ a evidéncia a favor ou contra a hipotese que querem testar. Como
indicado no exemplo sobre testes da proporcdo de pecas defeituosas mencionado antes, o
calculo do poder de um teste geralmente interessa aos engenheiros envolvidos em controle
de qualidade; esta teoria alias foi criada originalmente por engenheiros dos laboratérios
Bell, em 1929, e os dois tipos de erros eram chamados de risco do produtor (risco do pro-
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dutor ter seu produto rejeitado erroneamente) e risco do consumidor (risco do consumidor
aceitar um produto que nao atende as especificagdes).

Para os pesquisadores de outras areas, o conceito de poder de um teste ¢ frequente-
mente util quando ¢ preciso calcular o tamanho minimo necessario para uma amostra;
quanto maior o tamanho da amostra, maior sera o poder do teste. Voltando ao teste das
tachinhas: se por exemplo P(ponta para cima)=0,51 e P(ponta para baixo)=0,49, precisari-
amos de fazer mais de 10 mil lancamentos para conseguir detectar, a partir da amostra,
qual dos dois resultados ¢ o de maior probabilidade. Se por outro lado P(ponta para cima)
=0,95, enquanto P(ponta para baixo)=0,05, a diferenca entre as duas ¢ tdo grande que mes-
mo uma mintscula amostra de n=20 ¢ capaz de detecta-la. O poder, portanto, indica qual é
diferenca minima entre as duas probabilidades que o teste seria capaz de detectar, e depen-
de principalmente do tamanho da amostra.

4.3.2.3. Teste de hipotese unilateral

O teste que fizemos acima ¢ um teste bilateral: a regido de rejeicdo ¢ composta por
duas partes, cada uma situada num dos extremos da distribuicdo de probabilidades, e acei-
tamos H; se o valor de X encontrado for muito mais alto ou muito mais baixo do que seria
esperado se Hy fosse verdadeira. H4 problemas, porém, em que o que nos interessa ¢ testar
valores de X que caem em apenas um dos extremos da distribui¢c@o, o que gera testes unila-
terais.

Isto pode ocorrer, por exemplo, nos testes ja mencionados de controle de qualidade.
Suponha que um fabricante produz e vende um tipo de pega, e afirma que apenas 3% delas
sdo defeituosas. O comprador, ao receber lotes destas pecas, faz testes para verificar se a
afirmacdo ¢ verdadeira ou ndo. Este teste geralmente sera unilateral: se mostrar que a pro-
porcao de pecas defeituosas € maior que 3%, o comprador recusard o lote; se, por outro
lado, mostrar que a proporg¢ao ¢é igual ou menor que 3%, o comprador ira aceita-lo. Para o
comprador, ndo havera nenhum prejuizo em aceitar lotes nos quais a propor¢ao de pecas
defeituosas ¢ menor do que a afirmada pelo fabricante, ou seja, lotes cuja qualidade ¢ me-
lhor do que ele esperava.

Para dar um exemplo simples, voltemos ao problema de 20 langamentos de dados
assimétricos. Suponhamos que ao invés de testar uma tachinha comum, queiramos testar
uma tacha de sapateiro, como a da Fig. 1B. A julgar pela forma desta tacha, julgamos que
ela seja muito desequilibrada, e que a probabilidade de ela cair com a ponta para cima seja
menor do que com a ponta para baixo; faremos por isso um teste unilateral. As hipoteses
nula e alternativa podem ser escritas como (m € a probabilidade de a tacha cair com a ponta
para cima):

Hy: mn=0)5
H;: mn<05
Alguns livros preferem escrever a hipdtese nula de forma um pouco diferente:
Hy: m>0,5
H;: mn<05

Esta forma ¢ mais légica, porque indica que a Hy abrange ndo apenas o valor n=0,5
mas também os valores de ©>0,5. Isto quer dizer que, se a tachinha for equilibrada, ou de-
sequilibrada para o outro lado (maior probabilidade de cair com a ponta para cima), a Hy
sera aceita. Este tipo de Hy ¢ chamado de hipdtese composta. De qualquer forma, a distri-
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buigdo sera calculada no exemplo por meio de um modelo binomial que usa n=0,5 como a
probabilidade de sucessos p; a desigualdade m > 0,5 na hipdtese nula serve apenas para fa-
zer que as duas hipoteses Hy e H; sejam logicamente complementares. O procedimento de
teste ¢ o mesmo, se Hy: 1> 0,50ouse Hy: ©=0,5.

A distribuicdo de probabilidades ¢ a da Tab. 3. Se o nimero X de vezes em que a
tacha cair com a ponta para cima for menor que 10, iremos verificar se X se encontra ou
ndo na regido de rejeigdo de Hy. Se X for maior ou igual que 10, porém, Hy serd imediata-
mente aceita.

Tabela 3. Distribui¢ao de probabilidades da variavel
X = niimero de "pontas para cima"
em 20 lancamentos de uma tachinha equilibrada - Teste unilateral a esquerda

o +

I X px) |

o +

| 00 .0000 | <---— Se a probabilidade de a tachinha cair com a ponta

| 01 .0000 | +-- para cima for m 2 0,5 é pouco provavel encontrarmos
| ©2° 0002 | | um destes valores de X na amostra. A probabilidade
| 03 .0011 | | acumulada destes valores é de P= 0,0207.

| 04 .0046 | | Regido de rejeicdo da hipdtese nula (a = 0.0207)

| 05 .0148 | <----4

| 06 .0360 | <---—

| 07 .0739 | |

| 08 .1201 | |

| 09 1602 | | Se a prob. de a tachinha cair com a ponta para cima
| 10 .1762 | +-- for m 2 0,5 é mais provavel gque eu encontre um destes
| 11 .1602 | | valores na amostra. A probabilidade acumulada destes
| X2 .S1201 | | valores é de P=0,9793.

| 13 <0739 | | Regido de aceitagdo da hipdtese nula (1-a = 0,9793)
| 14 .0360 | |

| A5 0148 | |

| 16 .0046 | |

| 17 .0011 | |

| 18 .0002 | |

| 19 .0000 | |

| 20 .0000 | <----d

o —————— +

O teste também poderia ser feito no outro extremo da curva. Poderiamos por exem-
plo supor que a P(ponta para cima) seja maior que a P(ponta para baixo); neste caso, as hi-
poéteses seriam escritas como:

Hy: mn<0,5
H;: mn>05

A regido de rejeigdo seria entdo colocado no extremo superior da distribui¢do; se manti-
vermos o mesmo valor o = 0,0207, a regido de rejei¢do conteria entdo os valores de X>15.

4.3.2.4. Resumo

Esta €, em sintese, a idéia basica de qualquer teste de hipdteses: escolher uma varia-
vel de teste, estudar quais sdo os valores mais provaveis de seu dominio se a hipotese nula
for verdadeira (estes valores formarao a regido de aceitagdo) e quais 0s menos provaveis
(estes formardo a regido de rejeicdo), retirar uma amostra, calcular o valor assumido pela
variavel de teste, ver em qual regido este valor caiu, e tomar a decisdo.
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Explicando passo a passo:

a. Escolher uma varidvel de teste X
No exemplo, usamos X = niimero de vezes em que a tachinha cai com a ponta para cima em 20 langa-
mentos. (Poderiamos também ter usado a proporgdo P=X/20 de vezes em que a tachinha cai com a ponta
para cima, ou a porcentagem P% = 100xX/n).
b. Decidir se o teste sera unilateral ou bilateral, e escolher o nivel de significancia o.
No exemplo, a=0,05, que ¢ o valor mais usado na pratica.
¢. Estabelecer a hipotese nula (H)) e a hipotese alternativa (H)).
No exemplo: para um teste bilateral, a hipdtese H) ¢ a de que a tachinha é equilibrada, e que
P(ponta para cima) = P(ponta para baixo);
a hipotese H; ¢ que estas duas probabilidades sio diferentes.
Representando P(ponta para cima) por &, podemos escrever as hipdteses como:
H,: =05
H;: n#0,5
Para um teste unilateral, se a hipdtese que queremos testar € a de
P(ponta para cima) < P(ponta para baixo),
a hipotese H, devera ser:
P(ponta para cima) > P(ponta para baixo);
e estas hipoteses podem ser escritas como:
Hy: t=>0,5
H;: nt<0,5
Se porém a hipotese que nos interessa ¢ a de que
P(ponta para cima) > P(ponta para baixo),
a H, devera ser:
P(ponta para cima) < P(ponta para baixo),
e estas hipoteses ser@o escritas como:
H,: <05
H,;: n>0,5
d. Delimitar as regides de aceitagdo e de rejeigdo; isto €, verificar quais serdo os valores mais provaveis de
X na amostra, se H, for verdadeira.
No exemplo. se a tachinha for equilibrada, X tera uma distribui¢do binomial de »=20 e p=0,5; a partir
desta distribuicdo podemos delimitar as regides de aceitacdo e rejei¢ao)
e. Criar uma regra de decisdo.
No exemplo: se o niimero estiver dentro da regido de rejeigdo, decido rejeitar a hipotese de que a tachi-
nha seja equilibrada, e considera-la desequilibrada.
f. Retirar a amostra e calcular o valor de X
No exemplo: langar a tachinha 20 vezes, e contar o nimero de vezes que ela cai com a ponta para cima)
g. Verificar se o valor de X esta na regido de aceitacdo ou na de rejeicdo;
h. Aceitar ou rejeitar H).

A importante notar que escolhas como a do tamanho da amostra, do tipo de teste
(unilateral x bilateral) e do valor de a, tém que ser feitas antes de que a amostra seja retira-
da! Modificar estas escolhas depois que a amostra ja foi analisada, para forcar a aceitacio
(ou rejeicdo) de uma hipotese que interessa (ou ndo interessa) € uma pratica considerada
uma forma de fraude (que as vezes acontece nas publica¢des, mas com certeza ¢ mal vista).

O teste que fizemos, usando tachinhas, pode parecer um divertimento académico,
sem muito interesse no mundo real. Isto em parte verdade; testes de proporgdes feitos com
amostras de n=20 ndo tém muita utilidade, porque seu poder ¢ muito pequeno; foram usa-
dos aqui como exemplo porque a matematica envolvida ¢ muito simples. Os testes de pro-
porcdes usados na pratica exigem amostras muito maiores, geralmente de milhares de ele-
mentos. Para analisar dados destas amostras ndo usaremos a distribui¢do binomial, mas sim
a sua aproximagao pela gaussiana, como veremos na Se¢ao 4.4.
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